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略語
AIMD 非経験的分子動力学; ab initio molecular dynamics
AO 原子軌道; atomic orbital
BO ボルン・オッペンハイマー; Born-Oppenheimer
CC 結合クラスター; coupled cluster
cc-pV5Z correlation-consistent polarized valence quintuple-
cc-pVTZ correlation-consistent polarized valence triple-
CI 配置間相互作用; conguration interaction
COM 質量中心; center of mass
DBOC 対角ボルン・オッペンハイマー補正; diagonal Born-Oppenheimer
correction
DC 分割統治法; divide and conquer
DFT 密度汎関数理論; density functional theory
EBF 電子基底関数; electronic basis function
ECG あらわに相関したガウス関数; explicitly correlated Gaussian
ERI 電子反発積分，2電子積分; electron repulsion integral
FCI 完全配置間相互作用; full conguration interaction
FICI free iterative-complement-interaction
GCM 生成座標法; generator coordinate method
GTF ガウス型関数; Gauss type function
HF ハートリー・フォック; Hartree-Fock
MBPT 多体摂動論; many-body perturbation theory
MC モンテカルロ; Monte Calro
MD 分子動力学; molecular dynamics
MO 分子軌道; molecular orbital
MP2 2次のMller-Plesset; second-order Mller-Plesset
NBF 原子核基底関数; nuclear basis function
NO 原子核軌道; nuclear orbital
NOMO 核・電子軌道; nuclear orbital plus molecular orbital
NBO 非ボルン・オッペンハイマー; non-Born-Oppenheimer
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PES ポテンシャルエネルギー (超)曲面; potential energy (hyper) surface
TC 並進を含む; translation-contaminated
TF 並進を取り除く; translation-free
TRC 並進・回転を含む; translation- and rotation-contaminated
TRF 並進・回転を取り除く; translation- and rotation-free
WFT 波動関数理論; wave function theory
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第 1章 序論
現在の量子化学理論は，主に BO 近似に基づいて構築されてきた。BO 近似で
は，電子と原子核の運動が分離して取り扱われ，PESの概念が導き出される。PES
は分子の安定構造や遷移状態を得るだけでなく，原子核の運動を解析する際にも重
要となり，さまざまな現象の解明に応用され成功を収めてきた。近年盛んに用いら
れている AIMD法は，BO近似に基づいた量子化学計算から得られた力場を用い
て MD 計算を行うものである。この方法は，あらかじめ PES を用意することな
く，PES上の運動を追跡できるという特長を持つ。AIMD法では原子核の運動に
Newton方程式などの古典的な運動方程式を用いているため，熱的揺らぎの記述は
可能であるものの，量子揺らぎの記述には適さない。波束法を用いれば，原子核の
運動を量子的に取り扱えるが，あらかじめ PES を作成する必要がある。しかし，
全領域において PESを作成するのは数自由度の系が限度で，一般的な分子への適
用は現実的でない。
BO近似に基づかず量子効果を取り込む，NBO理論も検討されてきた。本研究
者の所属する研究室でも，原子核および電子の波動関数を同時に決定する，NOMO
法を提案してきた。NOMO法は，これまでに同位体効果，プロトン・トンネリン
グなど原子核の量子効果が重要となる系に適用され，成功を収めてきた。しかし，
水素分子の ZPEが実験値に対して 10,000 cm 1 以上の誤差を与えるなど，精度に
ついて問題があった。この原因として，原子核の並進・回転運動の混入，多体効果
を考慮していないことが挙げられ，これまでこれらの問題に対してそれぞれ異なる
アプローチからの解決を試みてきた。まず並進・回転運動の除去について述べる。
分子の運動は並進・回転・振動の 3種類に分けられるが，このうち基底状態では並
進・回転はゼロであり，振動のみがエネルギーに寄与する。しかし，NOMO法で
は並進・回転の励起状態が混入し，精度低下の原因となっていた。そこで並進と回
転をハミルトニアンから除去する理論が検討された。次に，多体効果の考慮につい
て述べる。NBO 理論では，BO 理論において見られる電子－電子相関に加えて，
核－電子，核－核相関も現れ，適切に取り込まれる必要がある。この問題に対して
は，従来の電子－電子相関に対する電子相関理論を，電子－電子，核－電子，核－
核の多体効果を考慮する理論へと拡張することで，計算精度の向上が図られた。こ
れら 2 つのアプローチによりエネルギーは高精度化した一方で，並進・回転運動
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の除去により原子核波動関数が非物理的に収縮するという新たな問題が生じた。上
記の背景の下，本研究ではエネルギーのみならず波動関数の高精度化を目指して，
NOMO法の改良を行った。具体的には複数の構造間相互作用を考慮した GCMと
の組み合わせと，核－電子相関をあらわに考慮できる ECG法との組み合わせの 2
通りである。
本論文は 8章から構成されている。各章の概要は以下のとおりである。
第 2 章では BO 近似について概説する。さらに，これまでの NBO 理論の発展
と，NOMO法と ECG法の概要を説明する。NOMO法では原子核の 1粒子軌道
である NO の概念を新たに導入することにより，MO 法と同様の平均場の取り扱
いを可能とした。さらに CI法やMBPTなどにより，電子－電子, 核－電子, 核－
核相関を取り込むことができる。上述した並進・回転の混入の問題についても述べ
る。一方，ECG法は NOMO法のような 1粒子軌道に基づく NBO理論とは異な
るアプローチである。ECG法ではすべての粒子間の距離を含んだ ECG基底を用
いることで，あらゆる相関をあらわに考慮することが可能である。しかし，同一粒
子のすべての交換を考えるため，計算コストが粒子数の階乗で増加し，現実的に適
用できる範囲は限られる。
第 3章では従来の NOMO法に基づいて核－電子相関を取り込む，新たな手法の
開発に関して述べる。相関効果を考慮する方法として，GCMに注目した。GCM
は，複数の構造間の相互作用を用いて多体効果を考慮する。本章では並進・回転運
動を除去した NOMO 法に GCM を組み合わせることで，核－電子相関を考慮し
た。この手法によって変分空間が広がり，基底状態の全エネルギーの改善に成功し
た。さらに，振動励起状態の波動関数を正しく記述することに成功し，振動数も実
験値と非常によい一致を示した。
第 4章以降では，本研究者が新たに開発した，ECG-NOMO法について述べる。
ECG-NOMO法は，NOMO法に ECG法を組み合わせることで，核－電子相関を
あらわに考慮する手法である。
第 4 章では，ECG-NOMO 法に対する HF 方程式を導出した。具体的には第 2
章で概説した ECG法に着目し，EBFに原子核－電子間の座標を含めた ECG基底
を採用した。ECG-NOMO法は NOMO法の 1粒子近似による比較的低い計算コ
ストと，ECG法の核－電子相関の速い収束性という両者の利点をあわせ持つ。従
来の NOMO法では，並進・回転運動を除去し，さらに多体効果を考慮することで
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エネルギーの精度向上が行われてきた。それに対して，本手法はそのような複雑な
処置を施すことなく，1電子系に対して，厳密解と遜色ない結果を与えた。
第 5 章では ECG-NOMO 法の多電子系への応用に必要な ERI 計算法の開発に
ついて述べる。単原子分子の場合には，ECG-NOMO法の ERIは従来と同様に求
めることが可能である。しかし，一般的な系では，最大で 2電子 4原子核積分とな
る，ECG-NOMO法に特有な電子と原子核の座標が含まれた ERIが現れる。これ
まで，種々の効率的な ERI計算手法が提案されてきたが，これらはいずれもデカ
ルト座標を基準としているため，原子核と電子の内部座標を含む ECG-NOMO法
には適用できない。本章では解析積分と数値積分の混成によって，従来の効率的な
ERI計算手法を利用して ECG-NOMO法特有の積分を行う手法を提案する。本手
法により，一般的な分子に対して ECG-NOMO法を適用することが可能となった。
第 6章では ECG-NOMO/HF法に基づく電子相関理論に関して述べる。ECG-
NOMO 法の開発により核－電子相関の考慮に成功した。本章では, 電子－電子相
関を取り扱うために，量子的な原子核の運動の下で記述される電子雲に対する電子
相関理論の開発を行う。原子核波動関数で平均化された電子軌道を新たに定義する
ことで，通常の電子相関理論と同様に電子－電子相関を求めることが可能であると
考えられる。この取り扱いは高精度な NBO理論を開発する上で重要であり，厳密
解に非常に近い結果が得られた。
第 7 章では，ECG-NOMO 法の一般的な分子への適用を目指した。ここでは，
核－電子相関の局所的な取り扱いについて述べる。第 5 章で述べたように ECG-
NOMO 法では特殊な積分が現れる。この積分は電子と原子核の座標を含むため
に，積分計算手法自体を高速化しても計算量が膨大となる。したがって一般的な分
子への適用には，物理的な条件の下，精度を保ったまま計算コストを下げることが
重要となる。物理的な条件を決定するために，従来の NOMO法では核－電子クー
ロン相互作用を考慮できないという事実に着目し，その解析を行った。その結果，
核－電子相関は内殻において重要となるという事実が示唆された。この事実に基づ
き，価電子軌道には平均場として従来の NOMO 法，内殻軌道には ECG-NOMO
法の取り扱いをしたところ，重原子において精度を大きく損なうことなく計算コス
トの削減に成功した。
第 8 章では，本研究で導かれた結論と，それに基づく今後の展望を述べる。こ
れまでの理論開発により，ECG-NOMO 法は高精度な NBO 理論として，一般的
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な系へと適用が可能となった。この手法により，軽元素系に対する新たな分野への
発展が望まれる。たとえば，水素・重水素間の同位体効果を理論的に取り扱うこと
で，触媒，燃料電池などにおける水素の素過程反応を解析できる。また，動力学的
な手法への拡張を行うことで，非断熱遷移，DNA損傷の一因となるプロトン移動，
原子核の振動による電子－フォノンカップリングなど，NBO効果が重要となる系
への適用が可能となる。
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第 2章 NBO理論と背景
2.1 序
電子と原子核の運動を分離する BO近似 [1]は，現在の大部分の量子化学理論で
用いられている近似法である。この近似の下では，ある特定の原子核配置に対する
電子波動関数は，電子ハミルトニアンに対する時間に依存しない Schrodinger 方
程式を解くことで求めることができる。BO近似に基づいた取り扱いは化学，物理
学，生物学に関連したさまざまな現象で成功を収めており，近年ではその対象が小
さな分子に限らず，大規模分子にも拡がりつつある。また，BO 近似により PES
の概念が生じた。分子の平衡構造や遷移状態は，PES 上の停留点に対応する。さ
らに調和近似の下で PESの原子核座標に対する 2階微分から，基準座標と基準振
動数を求めることが可能である。その他，円錐交差，非断熱遷移などの分子特性も
決定することもできる。
電子と原子核の運動の分離という取り扱いは，2 つの異なる科学分野の変遷を
もたらした。つまり，MD 法や MC 法などの分子シミュレーションと，WFT や
DFTなどの電子状態理論である。もちろん，この 2分野の相互研究はさまざまな
レベルで行われてきた。分子シミュレーションにおけるポテンシャルエネルギー関
数は，WFT，DFT計算で求められた。MDステップごとにWFT，DFT計算を
行う AIMD シミュレーションは，原子核の運動に関する自由度の制限をなくし，
任意の反応機構を取り扱うことが可能となった。AIMD 法は通常，原子核を点電
荷として取り扱う。したがって，原子核の量子効果を取り扱うには，経路積分法な
どの半量子的な取り扱いが必要となる。一方，波束法は直接原子核の量子効果を取
り扱うことができる。しかしながら，事前にすべての自由度に対して PESを用意
しておく必要があるため，波束シミュレーションは自由度に大きな制限を受ける。
その結果，多くの自由度を持つ原子核波動関数を決定する理論的な取り扱いが残さ
れた課題となる。
本章ではまず断熱近似と BO 近似について概説する。次にこれまで報告されて
いる，原子核の量子効果を考慮する手法について概説する。
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2.2 断熱近似と BO近似
時間依存あるいは時間非依存の Schrodinger方程式は，それぞれ
H (r;R)	(x;X; t) = i
@
@t
	(x;X; t); (2.1a)
あるいは
H (r;R)	(x;X) = E	(x;X) (2.1b)
と表される。ここで x = fr; !g, X = fR; 
g はそれぞれ電子と原子核の
座標を示している。r = fr1; r2; : : :g, R = fR1; R2; : : :g は空間座標，! =
f!1; !2; : : :g, 
 = f
1; 
2; : : :gはスピン座標である。
ハミルトニアンは以下のように表される。
H (r;R) =  
NnX
P
1
2MP
r2(RP ) 
NeX
p
1
2
r2(rp)
+
NnX
P<Q
ZPZQ
RPQ
 
NnX
P
NeX
p
ZP
rPp
+
NeX
p<q
1
rpq

NnX
P
t^nP +
NeX
p
t^ep +
NnX
P<Q
v^nnPQ +
NnX
P
NeX
p
v^nePp +
NeX
p<q
v^eepq
 T^ n(R) + T^ e(r) + V^ nn(R) + V^ ne(r;R) + V^ ee(r): (2.2)
ここで，T^ n, T^ e は原子核と電子の運動エネルギー演算子，V^ nn, V^ ne, V^ ee はそれ
ぞれ核－核，核－電子, 電子－電子のクーロン演算子である。N e, Nn はそれぞれ
電子と原子核の数を示し，添え字の fp; qg, fP;Qgはそれぞれ任意の電子と原子核
を表す。
BO近似下における取り扱いでは電子ハミルトニアンは
H e(r;R) = T^ e(r) + V^ nn(R) + V^ ne(r;R) + V^ ee(r) (2.3)
と表される。V^ nn(R)と V^ ne(r;R)には原子核の座標が含まれており，電子ハミル
トニアンはこれらを通して原子核の位置座標のみに依存する。原子核の質量は電子
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の質量に比べ非常に大きいため，原子核の運動は電子の運動に比べ非常に遅いと仮
定できる。したがって，原子核の座標を固定した時間非依存の Schrodinger方程式
H e(r;R)em(x;X) = E
e
m(R)
e
m(x;X) (2.4)
を用いることで電子の波動関数を決定することができる。式 (2.4)に現れる添え字
mは電子の準位を表す。
式 (2.1)に現れる 	(x;X; t)または 	(x;X)はH e の固有関数であるから，
	(x;X; t) =
X
m
em(x;X)
n
m(X; t); (2.5a)
あるいは
	(x;X) =
X
m
em(x;X)
n
m(X) (2.5b)
のように展開できる。展開に用いた nm(X; t)あるいは nm(X)は原子核の波動関
数である。
式 (2.5)を式 (2.1)に代入することで，次に示すような原子核波動関数に対する
結合微分方程式が得られる。
[T^ n(R) + Eem(R)]
n
m(X; t) +
X
n
Cmn
n
n(X; t) = i
@
@t
nm(X; t); (2.6a)
あるいは
[T^ n(R) + Eem(R)]
n
m(X) +
X
n
Cmn
n
n(X) = E
n
m
n
m(X): (2.6b)
ここで，Cmn は結合項で
Cmn = hem(x;X)jT^ n(R)jem(x;X)i   2
X
P
hem(x;X)j^nP jem(x;X)i  ^nP
(2.7)
と定義される。ここで，
^nP =
r
1
2MP
r(RP ) (2.8)
であり，t^nP とは以下の関係式が成り立つ。
^nP  ^nP =  t^nP : (2.9)
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式 (2.6)は近似を用いずに得られていることに注意されたい。
ここで結合項 Cmn を無視する。つまり
Cmn = 0 (2.10)
とすると，式 (2.6)は
[T^ n(R) + Eem(R)]
n
m(X; t) = i
@
@t
nm(X; t); (2.11a)
あるいは
[T^ n(R) + Eem(R)]
n
m(X) = E
n
m
n
m(X) (2.11b)
となる。このとき，全波動関数は
	(x;X; t) =
X
m
em(x;X)
n
m(X; t); (2.12a)
あるいは
	(x;X) =
X
m
em(x;X)
n
m(X) (2.12b)
となる。式 (2.10)の近似を BO近似と呼び，このとき原子核の運動は 1つの電子
状態により決定される。
Cmn のうち対角項のみを考慮した場合，つまり
Cmn = 0 (m 6= n); (2.13a)
Cmm = hem(x;X)jT^ n(R)jem(x;X)i
 Unm(R) (2.13b)
としたとき，次の式が得られる。
[T^ n(R) + Eem(R) + U
n
m(R)]
n
m(X; t) = i
@
@t
nm(X; t); (2.14a)
あるいは
[T^ n(R) + Eem(R) + U
n
m(R)]
n
m(X) = E
n
m
n
m(X): (2.14b)
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式 (2.13) の取り扱いを BO 近似と区別して断熱近似と呼ぶ。全波動関数は式
(2.12) と同様にして与えられる。Unm(R) で与えられるエネルギー成分は DBOC
項と呼ばれる。すなわち，DBOC項は断熱近似の下での電子と原子核のカップリ
ングを表す。
BO近似は式 (2.4)，式 (2.11)に示すような，電子と原子核の運動が独立した方
程式を導く。WFTや DFTなどの電子状態理論では式 (2.4)を用いる。さらに運
動を分離しているために，原子核の運動を古典的に取り扱うことが可能となる。た
とえば式 (2.11a)の原子核の Schrodinger方程式を解く代わりに，Newtonの運動
方程式
 @E
n
m(R)
@RP
=MP
@2RP
@t2
(2.15)
を解くことで，原子核の運動を観測できる。これが MD シミュレーションで原子
核は古典的な点電荷として表現される。
2.3 NBO理論
1960年代後半から BO近似に基づかずに，原子核の波動関数を決定するいくつ
かの試みがなされてきた [2{14]。初期の NBO理論は原子核の波動関数を表現する
ために特殊な表式を用いていたため，一般的な系への適用は困難であった。たとえ
ば，1969年に Thomasはプロトン波動関数を求めるために BO近似に基づかない
分子理論の提案を行った。プロトン波動関数の中心を重原子，つまり，アンモニ
ア・メタン・水・フッ化水素分子では N, C, O, F原子上におき，スレーター型関
数を基底関数として用いた [2{5]。また，Monkhorst [9]によって 1987年に CC形
式でこの問題に対しての導出が行われたが，それ以降の発展は見られなかった。
近年，1電子波動関数であるMOと同様の，NOという発想に基づいた NBO理
論が広く開発されている [15{32]。原子核，電子波動関数を構成する NOとMOは
平均場近似，すなわち HF近似の下で，比較的低い計算コストで同時に決定するこ
とができる。しかし，このアプローチは新たな問題を生じた。すなわち高精度な記
述を行うためには，電子－電子相関だけでなく，核－電子，核－核相関を取り込ま
なければいけないということである。相関理論をこの問題に適用した数値検証によ
り，核－電子相関の厳密解への収束が遅いという事実が得られた [18]。その結果と
して，高精度で信頼性のある原子核波動関数を得るのは非常に難しくなる。
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NBO 理論の異なるアプローチとして ECG 理論が挙げられる。Adamowicz ら
は ECG法を NBO理論へと適用した [10{13]。この理論により厳密な電子と原子
核の波動関数を求めることに成功した。この結果を基に，非断熱効果を見積もるこ
とが可能である。波動関数には回転運動が含まれているために，分子構造はもはや
直観的には理解できない。その代わり，波動関数に対する座標演算子の期待値とし
て構造パラメータを求めることができる。しかしこれは ECGのアプローチにとっ
て，欠点とはならない。実用的な問題は計算コストである。ECG基底関数は粒子
の交換に対して対称性を満たさなければならないため，基底関数の数は粒子数の階
乗で増加する。実際，ECGの適用範囲は非常に限られており，これまでに報告さ
れた ECGの研究で最大のものは，6粒子の LiH分子である [12]。ECG法のほか
の問題点として，基底関数の指数に対する最適化手続きが挙げられる。ECG法は
基底関数の線形結合で波動関数を表しており，その係数は変分法により決定され
る。したがって ECG法で得られる結果の精度は，基底関数の数とその最適化レベ
ルに依存する。
最近，Nakatsujiらによって FICI法が開発された [33{36]。この手法は補間関数
と呼ばれる基底関数にハミルトニアンを作用することで，自動的にあらわに相関し
た基底関数を生成するものである。彼らは H+2 とその同位体に対して NBO計算を
行った [36]。自動的かつ効率的に基底関数を生成することで，FICI計算では高精
度，あるいは厳密解に非常に速く収束する。しかし内部座標が増えるに伴い，初期
の基底関数の数も増加するために，系の拡張性に制限がある。Nakatsujiらは補間
関数を積分することなく Schrodinger方程式を解く，新たな手法を開発している。
この理論により，今後，粒子数のより大きい系への適用が可能になると考えられる。
以下では本論文の基礎となっている Nakaiらによって提案された NOMO法と，
NOMO 法とは異なる取り扱いの ECG 法について概説する。また，NOMO 法に
おける高精度化手法として TF-NOMO法，TRF-NOMO法についても述べる。以
下では，初めに提案された NOMO法を TRC-NOMO法と呼ぶ。
2.3.1 NOMO理論
TRC-NOMO法におけるハミルトニアンは
HTRC = T^
n(R) + T^ e(r) + V^ nn(R) + V^ ne(r;R) + V^ ee(r) (2.16)
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である。独立粒子近似を導入することにより，TRC-NOMO/HF法の導出を行う。
NOMO法の全波動関数は原子核と電子の波動関数の積で表される。
0(x;X) = 
e
0(x)  n0(X): (2.17)
また，原子核と電子の波動関数を以下のように定義する。
e0(x) = kei (x1)ej(x2)   ek(xNe)k; (2.18)
n0(X) = knI (X1)nJ(X2)   nK(XNn)k: (2.19)
ここで，ei と nI は電子と原子核のスピン軌道である。N e 電子波動関数 e0 はス
ピン軌道の反対称積で表す。Nn 原子核波動関数 n0 はフェルミ粒子であればスピ
ン軌道の反対称積，ボーズ粒子であればで対称積で表される。式 (2.18) に現れる
e0 は完全に原子核座標に独立であるが，BO近似を用いた式 (2.5b)の em は電子
の座標だけでなく，原子核の座標も含んでいることに注意されたい。
数値検証により，原子核の交換効果は非常に小さいことが確認されており，その
傾向は重原子ではさらに顕著になる [17]。したがって原子核は独立な粒子とみなす
ことが可能で，原子核の波動関数は以下に示すようにスピン関数のハートリー積で
近似的に表すことができる。
n0(X)  nI (X1)nJ(X2)   nK(XNn): (2.20)
fI, J , K, : : :g は任意の原子核を表し，異種の原子核も取りうる。以降，NOMO
法では原子核の波動関数に原子核スピン軌道のハートリー積を用いる。
ラグランジュの未定乗数法を
hnI jnJi = nIJ ; (2.21)
hei jeji = eij (2.22)
の規格直交条件の下で原子核と電子のスピン軌道に対して用いることで，以下のラ
グランジュ関数を得る。
L = h0jHTRCj0i  
nucX
I;J
(hnI jnJi   nIJ ) 
elecX
i;j
(hei jeji   eij): (2.23)
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式 (2.23)から変分法により原子核と電子の微積分方程式
f^nnI = "
n
I
n
I ; (2.24)
f^ eei = "
e
i
e
i (2.25)
を得る。ここで
f^n = t^n +
nucX
J
J^nJ +
elecX
j
J^nj ; (2.26)
f^ e = t^e +
elecX
j
(J^ej   K^ej ) +
nucX
J
J^eJ (2.27)
であり，J^nJ , J^ej , fJ^eJ , J^nj gはそれぞれ核－核, 電子－電子, 核－電子のクーロン演
算子，K^ej は電子の交換演算子である。式 (2.24)，(2.25)の取り扱いは平均場近似
であるため，この手法を NOMO/HF 法と呼ぶ。これらの表式はちょうど非制限
HF法の -, -スピンのそれと類似している。
ここで電子と原子核の空間部分，すなわちMOと NOをそれぞれ 'ei , 'nI で書き
表す。NOMO 法では NO と MO は，MO 法と同様に NBF n と EBF e の線
形結合で与えられる。数値検証と理論的考察から，NOの展開に用いられる GTF
はMOと同じ軌道中心R0P とする [17]。つまり，NOとMOは以下のように表さ
れる。
'nI (RP ) =
X
2P
CnI
n
(RP ;R
0
P ); (2.28)
'ei (rp) =
X
P
X
2P
Cei
e
(rp;R
0
P ): (2.29)
ここで
n(RP ;R
0
P ) =
X
s
dnsN
n
s(XP  X0P )l
n
s (YP   Y 0P )m
n
s (ZP   Z0P )n
n
s
 exp  ns (RP  R0P )2 ; (2.30)
e(rp;R
0
P ) =
X
s
desN
e
s(xp  X0P )l
e
s(yp   Y 0P )m
e
s(zP   Z0P )n
e
s
 exp  es(rp  R0P )2 (2.31)
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である。式 (2.30)，(2.31)に現れる fdns, desg，fNns, N esg，flns , mns , nns , les, mes,
nesg，fns , esg はそれぞれ原子核と電子の展開係数，規格化定数，角運動量量子
数，GTFの軌道指数を表している。ns !1の極限では，NBF，つまり NOは 
関数となる。
nI (RP ) = (RP  R0P ): (2.32)
この極限において，MOは
'ei (rP ) =
X
P
X
2P
CeI
e
(rp;RP ) (2.33)
となり，NOMO 法の古典極限は BO 近似に基づいた通常の MO 法と等しいこと
を示している。
式 (2.28)，(2.29)を式 (2.24)，(2.25)に代入することで，Roothaan-Hall型の代
数方程式が導出される。
F nCn = SnCnEn; (2.34)
F eCe = SeCeEe: (2.35)
ここで，fF n, F eg，fCn, Ceg，fSn, Seg，fEn, Eegはそれぞれ原子核と電子の
Fock，係数，重なり，軌道エネルギーの行列を表す。Fock行列の成分は
F n = hnjf^njni ; (2.36)
F e = hejf^ ejei (2.37)
のようにして求められる。簡単のため，スピン座標による積分は省略している。
EBFと同様に，NBFとして GTFが採用されているため，式 (2.36)，(2.37) に必
要な積分などは，通常の方法で行うことができる。
通常のMO法では，HFで得られる解と厳密解との差は電子相関効果，すなわち
電子－電子相関によるものである。それに対して，NOMO法の場合は電子－電子，
核－電子，核－核相関効果が厳密解との差の原因となる。
NOMO法における相関波動関数と相関エネルギーは，CI法，CC法，MBPTな
どの通常の方法で求めることができる。たとえば，FCI波動関数は
	(x;X) = (C0 + C^1 + C^2 +    )0(x;X) (2.38)
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のように表される。ここで C0 は HF 配置の CI 展開係数で，fC^1; C^2;    g は 1
次，2次，それ以上の励起演算子である。それぞれ以下のように与えられる。
C^1 =
nucX
I;A
CAI a
y
AaI +
elecX
i;a
Cai a
y
aai; (2.39)
C^2 =
1
4
nucX
I;J;A;B
CABIJ a
y
BaJa
y
AaI +
nucX
I;A
elecX
i;a
CAaIi a
y
aaia
y
AaI +
1
4
elecX
i;j;a;b
Cabij a
y
baja
y
aai:
(2.40)
ここで faya; aybg と fai; ajg は電子の生成・消滅演算子である。同様に fayA; ayBg
と faI ; aJgは原子核の生成・消滅演算子である。
理論的には，NOMO/FCI法は NBOの取り扱いにおいて，厳密解を再現するこ
とができる。しかしながら，数値検証では電子－電子，核－電子，核－核は全く異
なる振る舞いを見せた。NOMO法で得られる電子－電子相関は，MO法の電子－
電子相関と同程度に求めることができた。核－核相関は核－電子，電子－電子相関
に比べ非常に小さく，核－核の交換エネルギーと同様に重い原子核になるにつれ減
少していく。それに対して核－電子相関は重い原子核になるにつれ増加した。これ
らの異なる振る舞いは，電子－電子，核－電子，核－核相関の異なる物理的性質を
示唆している。すなわち，これらの相関は異なる取り扱いをする必要がある。
NBFとして GTFを用いていることも，NOMO法で得られる結果が低精度とな
る原因として挙げられる。NOMO法では原子核の波動関数は並進・回転運動を含
む。GTFでは平面波である並進と球面調和関数である回転運動の記述が充分にで
きず，全エネルギーを精度よく求めることが困難である。この問題を解決するため
に，NOMO法のハミルトニアンから並進・回転運動の寄与を取り除く方法が開発
された。
簡単のために，並進・回転運動による電子の寄与を無視し，主要成分である原子
核の運動のみを取り除く。並進運動のハミルトニアン，すなわち質量中心の運動エ
ネルギー項は
T^ nT =  
1
2M
X
P
r(RP )2   1
M
X
P
r(RP )  r(RP ) (2.41)
で与えられる。ここで，M は全原子核の質量の総和である。第 1項と第 2項はそ
れぞれ 1粒子，2粒子演算子に対応する。TRCハミルトニアンHTRC から，並進
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のハミルトニアン T^ nT を引くことで TFハミルトニアンが得られる。
HTF =HTRC   T^ nT: (2.42)
次に，回転運動のハミルトニアンは次の式で与えられる。
T^ nR =
X;Y;Z

1
2I^
0@X
P
L^2;P + 2
X
P<Q
L^;P L^;Q
1A : (2.43)
ここで，L^;P は全角運動量演算子の P 番目の原子核に対する  成分であり，I^
は慣性モーメントである。第 1項，第 2項はそれぞれ 1粒子，2粒子演算子に対応
する。式 (2.42) に示すように，並進運動の寄与はハミルトニアンから完全に取り
除くことができる。それに対して，回転運動は振動運動とカップリングするため，
先験的に分離することができない。そこで，式 (2.43) を RP を用いて，以下の
ようにテイラー展開する。
T^ nR = T^
n
R0 + T^
n
R1 +O(R
2): (2.44)
ここで，T^ nR0 と T^
n
R1
は 0次，1次の項である。数値検証により，0次の近似で充分
な精度が得られることが示されている [23]。したがって，TRFハミルトニアンは
以下のように定義される。
HTRF =HTF   T^ nR 'HTF   T^ nR0 : (2.45)
TF-, TRF-NOMO に対する Roothaan-Hall 型の代数方程式は式 (2.23) で，
HTRC をHTF, HTRF に置き換えることで得られる。さらに CI, CC, MBPTの
ような相関理論も TF-, TRF-NOMO/HF 法を基として行うことができる。TF-,
TRF-NOMO 法のいずれの場合も，全波動関数には並進・回転運動が含まれるこ
とに注意されたい。
2.3.2 ECG理論
この節では BO近似に基づいて N e 電子 Nn 原子核系を ECG法で取り扱う方法
を述べる。ECG全波動関数は N = N e +Nn として，N 粒子 GTFの線形結合で
表される。
	(x;X) =
KX
=1
CP^(x;X) (2.46)
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ここで P^ は粒子の座標の対称射影関数である。展開係数 fCgは CI法と同様に，
変分原理で求めることができる。N 粒子 GTFは
(x;X) = exp

  ry Ry A rR

(!)(
) (2.47)
のように表される。ここで (!), (
)は電子と原子核のスピン波動関数である。
A は 33の単位行列との Kronecker積により以下のように表される。
A = A 
 I3: (2.48)
ここで，A は正で対称な N N の行列である。
式 (2.47)の指数の 2次形式表現は以下のように表される。

ry Ry

A

r
R

=
X
p;q
rpApqrq +
X
P;Q
RPAPQRQ +
X
p
X
P
2rpApPRP
=
X
p
pr
2
p +
X
P
PR
2
P
+
X
p;q
pq(rp   rq)2 +
X
P;Q
PQ(RP  RQ)2
+
X
p;P
pP (rp  RP )2: (2.49)
簡単のため， は省略した。fp; qg は 1 から N e を，fP; Qg は N e + 1 から
N (= N e +Nn)を表す。Aと  = fp; P ; pq; PQ; pP gは
p =
NX
=1
Ap; (2.50a)
P =
NX
=1
AP; (2.50b)
pq =  1
2
Apq; (2.50c)
PQ =  1
2
APQ; (2.50d)
pP =  1
2
ApP (2.50e)
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の関係式で表される。その結果，式 (2.49) の右辺第 1, 2 項は 1 粒子 GTF，第 3,
4, 5項は 2粒子 GTFに対応する。2粒子 GTFはあらわに電子－電子，核－電子，
核－核相関を記述することができる。
実際の計算においては，\1"とラベル付けされた粒子を原点とした，内部座標系
での計算がおこなわれる。したがって，自動的に並進運動は取り除かれる。一方，
回転運動は ECG法でも全波動関数に含まれる。回転運動の基底状態は回転量子数
J = 0に対応するため，全波動関数の形，さらに分子の構造も球状となる。
対称射影関数を考慮して行列成分を求めるとき，次のようにして計算量を削減で
きる。
hP^jH jP^i = hjH jP^ yP^i = hjH jP^i : (2.51)
射影関数 P^ はすべての粒子の交換を含むので，N 粒子 GTF では ket ベルト
ルの数が N ! になる。厳密には異なる種類の粒子は交換する必要がないので，
N e!Nn1 !Nn2 !    に削減できる。いずれにせよ，行列成分の計算にかかるコストは
急速に増加していく。
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第 3章 NOMO法を基礎とした核－電子相関を考慮する手法の
開発
3.1 序
核－電子相関を取り扱う 1つの方法として，GCMを説明する。GCMは複数の
座標の組の線形結合で表される波動関数を用いることで，構造間の相互作用を考
慮できる手法である。GCMは核物理の分野において核子の集合体を表現するため
に，Wheelerら [1, 2]によって提案された。Lathouwersら [3{5]は GCM手法を
分子系に適用し，水素分子の振動状態の見積もりを行っている。さらに，Shigeta
ら [6]が初めて NBO問題にこの GCMを定式化した。
本章では NOMO法 [7{18]に GCMを組み合わせた NOMO/GCM法の開発を
行う。従来の NOMO法では核－電子相関の取り込みが不充分であるために，原子
核波動関数の記述が悪く，非常に局在化した描像となる。そこで，GCMの構造間
の相互作用を考慮するという特性を利用し，全波動関数の空間を広げることで核－
電子相関を考慮することを試みた。また，振動モードに対応した構造を用いること
で，振動励起状態の表現も行った。
本章の構成は以下のとおりである。3.2節では TRF-NOMO/GCM法の理論と，
計算を行う際のアルゴリズムについて述べる。3.3節ではフッ化水素 (HF)分子に
NOMO/GCM法を適用する。基底状態，振動励起状態の双方に対して従来の手法
との比較を行い，数値検証を行う。3.4節は結論である。
3.2 理論とアルゴリズム
まずTRF-NOMO/HF理論に関して概説する。TRFハミルトニアンは式 (2.45)
で与えられる。まず P 番目の原子核の座標RP は，基底関数中心R0P とそれから
の変位 RP を用いて，次のように表される。
RP = R
0
P +RP (3.1)
GTFの局在性から，疑似的な COM座標R0G が定義できる。
R0G =
X
P
MPR
0
P
X
P
MP (3.2)
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座標R0P を原点がR0G に一致する新しい座標 ~R0P に平行移動させる。
~R0P = R
0
P  R0G (3.3)
~R0P は定数であるから，fR0P g上の原子は剛体回転子を構成する。その慣性テンソ
ルは
I0 =
26664
X
P
MP

( ~Y
0
P )
2
+ ( ~Z
0
P )
2

 
X
P
MP ~X
0
P
~Y
0
P  
X
P
MP ~Z
0
P
~X
0
P
 
X
P
MP ~X
0
P
~Y
0
P
X
P
MP

( ~Z
0
P )
2
+ ( ~X
0
P )
2

 
X
P
MP ~Y
0
P
~Z
0
P
 
X
P
MP ~Z
0
P
~X
0
P  
X
P
MP ~Y
0
P
~Z
0
P
X
P
MP

( ~X
0
P )
2
+ (~Y
0
P )
2

37775
(3.4)
で定義される。このテンソルを対角化することで，主慣性モーメントと変換された
座標が得られる。
tUI0U =
264I
0
x 0 0
0 I0y 0
0 0 I0z
375 ; (3.5)
0P = U
~R0P : (3.6)
ここで，U は 3次元ユニタリ変換行列である。P 番目の原子核の一般座標 P は，
0P = (
0
XP
; 0YP ; 
0
ZP
)と変位 0P = (0XP ; 
0
YP
; 0ZP ) を用いて表される。
P = 
0
P +P : (3.7)
その結果，式 (2.43)の回転演算子は，座標 fP gを用いて一意に決まる。さらに回
転演算子は fP gを用いて，テイラー展開できる。
GCM の取り扱いでは，異なる分子構造に対応する複数の座標の組 fg を用い
る。それぞれの構造における TRF-NOMO/HF波動関数を ()と表すと，GCM
波動関数は線形結合により次のように表される。
	GCM =
X

C()(): (3.8)
ここで C()は構造 の GCM重み係数で，以下の変分原理により決定される。
@
@C()
h	GCMjH j	GCMi
h	GCMj	GCMi = 0: (3.9)
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すなわち，fC()g と f()g は CI 法における CI 係数と励起配置に対する単一
行列式と類似している。つまり CI 係数を求めるのと同様の手法を用いることが
可能である。GCMと CI法の明確な違いは，f()gが非直交となることである。
TRF-NOMO/HF計算の手続きにより，同じ構造間の NOとMOは規格直交化さ
れているが，異なる構造間の軌道はそうではない。すなわち，GCM計算において
は非直交の軌道に対するハミルトニアンと重なり行列が必要であり，通常の計算に
比べてコストがわずかに大きくなる。
GCM波動関数を構築するために，初めにすべての構造の組 fgに対して TRF-
NOMO/HF 計算を行う。各構造の座標の組 fR0P ()g の中心を決定するために，
座標の組 ごとに決定された疑 COM座標 R0G()を特定し，fR0P ()gで定義さ
れる剛体回転子に対する慣性主軸の配置を決定する。ここで，疑 COM座標と慣性
主軸は式 (3.2){式 (3.6)において，fR0P gをそれぞれの構造の座標 fR0P ()gとす
ることで同様にして求められる。
次に TRF-NOMO/GCM計算に対して，すべての構造の座標 fR0P ()gの中心
と GCM 係数 fC()g からなる新たな剛体回転子を定義しなければならない。P
番目の原子核の平均中心を
R0P = h	GCMjR^P j	GCMi =
X
;
C()C() h()jR^P j()i ; (3.10)
と決定する。fR0P g, I0, U , f0P gを決定する手続きは TRF-NOMO/HF法におい
て式 (3.3){(3.6)を用いて求めるのとまったく同様である。しかしながら，平均中
心 fR0P g は変分原理により決定される GCM 係数 fC()g に依存する。したがっ
て，TRF-NOMO/GCM計算はエネルギーと重み係数が収束するまで，反復処理
により解く必要がある。それに対して，TRCハミルトニアンを使ったGCM計算，
すなわち TRC-NOMO/GCM計算では慣性モーメントを求めるための慣性座標が
必要ないため，反復処理は不要である。この TRC-NOMO/GCM計算は Shigeta
らにより開発された CMFT-GCM [6]と同様のものである。
TRF-NOMO/GCM計算において，新しい座標 f0P gを求めるための新たな分
子積分を行う必要がないことに注意されたい。GCM剛体回転子の角運動量演算子
L^0;P と慣性モーメント I0 は，以下のように初期座標 f0P ()gにより定義される
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L^0;P ()と I0()の線形結合で表される。
L^0X;P =  i

0YP
@
@ZP
  0ZP
@
@YP

; (3.11)
I0X =
X
P
MP
n 
0YP
2
+
 
0ZP
2o
: (3.12)
TRC-, TRF-NOMO/GCM 計算の手続きを図 3.1 にフローチャートでまとめ
た。TRC-NOMO/GCM 法の場合，反復処理が不要なことは上述の通りである。
TRF-NOMO/GCM法では，手続きは以下のようになる。
1. 各構造 TRF-NOMO/HF計算を行い，()を得る。
2. TRF-NOMO/GCMハミルトニアンを構築するために AO積分をMO積分
に変換する。
3. 重み係数 fC()gに依存する GCM剛体回転子の慣性モーメントを求める。
4. TRF-NOMO/GCMハミルトニアン行列を，L^0;P ()と I0()の線形結合
で得られる GCM 剛体回転子の角運動量演算子 L^0;P と慣性モーメント I0
を用いて求める。
5. TRF-NOMO/GCMハミルトニアンを対角化して fC()gを得る。
6. 全エネルギーを求める。全エネルギーが収束しなかったら新しい重み係数
fC()gを用いてステップ 3に戻る。
3.3 結果と考察
本節では TRC-, TRF-NOMO/GCM 法を HF 分子に適用した数値検証に関し
て述べる。EBFは Dunningの cc-pVTZ [19, 20]，NBFは 5s5p5d原始関数とし
た。これらの計算はプログラムパッケージ GAMESS [21] を修正したもので行っ
ている。
3.2 節で述べたように，TRF-NOMO/GCM 計算では慣性モーメントが重み係
数 fC()g に依存するため，繰り返しの手続きを行う必要がある。初めに繰り返
し計算における収束性を調べた。GCM の構造として水素とフッ素の原子間距離
を 0:9078  0:03N (N = 0{14) A の構造を用いた。ここで，0.9078 A は TRF-
NOMO/HFで構造最適化を行った構造である。表 3.1に繰り返しにおける全エネ
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ルギー E0 の変化，平均核間距離 R0，慣性モーメント I0 を示す。これらの結果か
ら，E0，R0，I0 の収束は速いということが分かる。
次に TRF-NOMO/GCM 法における構造数依存性を表 3.2 に示す。構造を 29
個まで増加させた。各構造の原子間距離は 0:9078 0:03N (N = 0{14) Aである。
表 3.2に示すように，構造数を増加させるにつれて全エネルギーは減少し，最終的
に-100.016647 hartree に収束する。異なる構造の組に関しても検証を行った。構
造は 0:9078 0:01N (N = 0{45) Aと 0:9078 0:06N (N = 0{7) Aとした。前
者の場合では基底関数の線形従属により，数値誤差が起こった。後者では表 3.2と
類似の傾向を示し，構造数N が増加すると，全エネルギーが減少する。しかし，収
束したエネルギーは先ほどより高く，-100.012080 hartree であった。N = 0のと
き，その結果は TRF-NOMO/HF計算の結果と等しいので，括弧内に示したエネ
ルギーの差分は GCM計算によって得られる相関エネルギーに相当する。N = 14
のときの相関エネルギーは 82.6 mEh である。
図 3.2は構造数を変化させたときの基底状態と励起状態のエネルギー変化を示し
ている。ここで，構造は表 3.2で用いた構造と同じく 0:9078 0:03N (N = 0{14)
Aを用いた。全エネルギーは単調に減少している。N = 13と N = 14のときのエ
ネルギーの差分は 10 5Eh 以下である。TRF-NOMO/GCM法で求めた最低状態
は基底状態であり，振動状態で v = 0である。したがって，次の 3つの励起状態は
振動励起状態 v = 1; 2; 3に対応する。
図 3.3は GCM係数 fC()gを基底状態と 3つの振動励起状態に対して示してい
る。図 3.3(a) では最適化された距離の付近で係数が最大となっている。この振る
舞いは，この構造がゼロ点振動に対応していることを示している。図 3.3(b) では
正と負の 2つの極点が存在する。同様に図 3.3(c)，(d)はそれぞれ 3つ，4つの極
点が存在する。いいかえれば，図 3.3(a){(d)は 0から 3個の節を示している。こ
の結果は TRF-NOMO/GCM法は基底状態と振動励起状態の波動関数を正しく記
述していることを示している。
表 3.3では様々な NOMO法の取り扱いにより求めた，基底状態と 3つの励起状
態の全エネルギーを示した。基底状態とのエネルギー差から求めた振動励起エネル
ギーを括弧内に示す。通常の MO/HF法で得られた基底状態のエネルギーと実験
値も示した。MO/HF 法の振動エネルギーは調和振動子近似で求めている。主に
電子相関の不足により，MO/HFの振動励起エネルギーは 10%程度過大評価して
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いる。第 2，第 3振動励起エネルギーは非調和性を考慮していないため，より大き
く過大評価している。
TRC-NOMOの枠組みで 1電子励起を考慮した CI法である TRC-NOMO/CIS
法 [8]は TRC-NOMO/HFで得られた基底状態を参照として，励起状態を求める
ことができる手法である。つまり，TRC-NOMO/HFと CIS法の差分は振動励起
エネルギーである。しかし，TRC-NOMO/CIS法で得られる振動励起エネルギー
は実験値に比べ 1000 cm 1 程度大きく見積もられる。これらの原因は並進・回転
運動が混ざること，そして電子－電子, 核－電子, 核－核の相関が不足しているこ
とにある。
TRC-NOMO/GCM法は TRC-NOMO/HF, CIS法に比べ，基底状態と励起状
態の両方を改善した。しかし，励起エネルギーは実験値に比べて 6倍程度大きく見
積もられる。一方，TRF-NOMO/GCM法は基底状態，励起状態の全エネルギー
を大きく改善した。特に 29構造を用いた結果は，第 1，第 2，第 3振動励起の実験
値，4022.0, 7685.8, 11428.5 cm 1 に対して，3958.5, 7737.4, 11336.4 cm 1 とよ
い一致を示した。これは NOMO/GCM 法では振動励起状態を高精度に記述する
ためには，並進・回転運動の寄与を取り除くことが非常に重要であるということを
示している。
3.4 結論
TRF-NOMO法は BO近似に基づかず，高精度に原子核と電子の波動関数を決
定するための手法として提案された。Shigetaら [6]は非断熱問題に対して初めて
GCM法を適用し，振動励起状態を求めた。しかし，彼らの表式は並進・回転を含
んだ取り扱いであった。本研究では TRF-NOMO 法を GCM 法と組み合わせた。
TRC-, TRF-NOMO/GCMのコードを量子化学計算パッケージである GAMESS
に実装した。HF分子に対して TRF-NOMO/GCM法を適用し，数値検証を行っ
た。構造数が増加すると基底状態と励起状態のエネルギーが次第に収束することが
確認された。さらに重なりを決定する構造の組の選択は，結果に対して繊細に影響
することが分かった。たとえば，構造間の距離を大きくするとエネルギーの精度は
低くなる。それに対して，非常に小さくすると線形従属の問題により数値誤差が生
じる。TRF-NOMO/GCM法は振動励起状態をほぼ正しく記述する。とくに励起
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エネルギーは振動励起エネルギーの実験値によく一致する。GCM法は大きな構造
変化にも対応できるため，TRF-NOMO/GCM法は化学反応への適用も行えると
考えられる。
補遺：NOMO/GCM法の励起状態への拡張
TRF-NOMO/GCM法の開発により，基底状態の高精度化のみならず，振動励
起状態を高次の励起状態まで高精度に求めることが可能となった。しかし，表 3.3
に示される HF分子の振動数計算から分かるように，非常に多くの構造を用いる必
要がある。この問題を解決するため，参照とする構造に励起状態を含めることを考
える。これにより，より少ない構造で振動励起状態を求めることが可能となると考
えられる。さらに，TRF-NOMO/GCM法では表現できなかった励起状態間のプ
ロトン・トンネリング現象なども解析可能となる。
NOMO/GCM-HF法では式 (3.8)に表すように，基底状態の波動関数の線形結
合で表される。それに対して，NOMO/GCM-CIS法では次のように参照とする波
動関数に励起配置も利用する。
	GCM CIS =
X

0@C()0() + elecX
i;a
Cai ()
a
i () +
nucX
I;A
CAI ()
A
I ()
1A :
(3.13)
ここで，i, aは任意の電子の占有，仮想軌道を示す。同様に I, Aは任意の原子核
の占有，仮想軌道を示す。
HF分子に関して NOMO/GCM-CIS法を用いて振動励起状態計算を行った。計
算方法，計算条件は先ほどと同じものを用いている。結果を表 3.4に示す。振動数
を見ると並進，回転を除去しない TRC-NOMO/GCM-CIS法では振動数の大きな
改善が見られた。また，並進を除去した TF-NOMO/GCM-CIS法では振動数がよ
り低くなっている。これは，NOMO/GCM-HF法のときと同じ傾向である。以上
のことから，励起状態も考慮することで振動数の改善を確認することができた。
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図 3.1 TRC-NOMO/GCM (a)と TRF-NOMO/GCM (b)計算のフローチャート
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(b) 第 1振動励起状態
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(c) 第 2振動励起状態
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(d) 第 3振動励起状態
図 3.3 TRF-NOMO/GCM 法を用いて計算された HF 分子の基底状態 (a)，
第 1振動励起状態 (b)，第 2振動励起状態 (c)，第 3振動励起状態 (d)の GCM
係数
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表 3.1 TRF-NOMO/GCM計算における反復処理の収束性
繰り返し回数 全エネルギー [hartree] 平均位置 [A] 慣性モーメント [a.u.]
1 -100.0166464745 0.919527 5264.9480
2 -100.0166472868 0.919531 5264.9872
3 -100.0166472862 0.919531 5264.9872
4 -100.0166472862 0.919531 5264.9872
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表 3.2 TRF-NOMO/GCM法を用いて計算された全エネルギーの構造数依存性 [hartree]
N 構造数 全エネルギー
0 1 -99.934046 ( 0.000000)
1 3 -99.983773 (-0.049727)
2 5 -100.001431 (-0.067385)
3 7 -100.008526 (-0.074480)
4 9 -100.012002 (-0.077956)
5 11 -100.013794 (-0.079748)
6 13 -100.014849 (-0.080803)
7 15 -100.015598 (-0.081552)
8 17 -100.016130 (-0.082084)
9 19 -100.016396 (-0.082350)
10 21 -100.016550 (-0.082504)
11 23 -100.016614 (-0.082568)
12 25 -100.016638 (-0.082592)
13 27 -100.016645 (-0.082599)
14 29 -100.016647 (-0.082601)
 括弧内には N = 0 からの差を示した [hartree]
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第 4章 あらわに核－電子相関を考慮したNOMO法の開発
4.1 序
本章では第 2 章で概説した ECG 理論 [1{4] に着目し，核－電子相関をあらわ
に考慮した新たな理論開発を行う。ECG 法では ECG 基底関数を用いることで，
電子－電子, 核－電子, 核－核相関を効率的に取り込むことが可能となる。その一
方で計算コストは粒子数の階乗に比例し，適用できる系は非常に制限される。そ
れに対して，NOMO 法 [5{16] では 1 粒子近似に基づくために計算コストは比較
的小さい。そこで NOMO 法の EBF に核－電子間の距離を含めた ECG 関数を
採用した。この取り扱いの下，NOMO 法の 1 粒子近似による比較的低い計算コ
ストと，ECG 法の核－電子相関の速い収束性という両者の利点を組み合わせた
ECG-NOMO/HF方程式の導出を行った。
本章の構成は以下のとおりである。第 4.2 節では ECG-NOMO 法の理論につ
いて述べる。第 4.3 節では数値検証を行う。数値検証は ECG-NOMO 法の HF
レベルでの性能を検証するために，電子相関を考慮する必要のない水素様原子
(H{Ne9+)，水素分子イオン (H+2 )とその同位体で行った。第 4.4節は結論である。
4.2 理論
ECG-NOMO法では，次の全波動関数を出発点とする。
0(x;X) = 
e
0(x;X)  n0(X): (4.1)
ここで，
n0(X) = knI (X1)nJ(X2)   nK(XNn)k; (4.2)
e0(x;X) = kei (x1;X)ej(x2;X)   ek(xNe ;X)k (4.3)
である。e0(x;X)には，電子の座標 r だけでなく原子核の座標Rも含まれるが，
利便性のため e0(x;X)，n0(X) をそれぞれ電子，原子核波動関数と呼ぶ。同様
にスピン軌道の空間部分，つまり 'nI (RP ) と 'ei (rp;R) をそれぞれ NO，MO と
する。
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次に，NOとMOを GTFを用いて次のように展開する。
'nI (RP ) =
X
2P
CnI
n
(RP ;R
0
P ); (4.4)
'ei (rp;R) =
X
P
X
2P
Cei
e
(rp;RP ): (4.5)
ここで，
n(RP ;R
0
P ) =
X
s
dnsN
n
s(XP  X0P )l
n
s (YP   Y 0P )m
n
s (ZP   Z0P )n
n
s
 exp  ns (RP  R0P )2 ; (4.6)
e(rp;RP ) =
X
s
desN
e
s(xp  XP )l
e
s(yp   YP )mes(zP   ZP )nes
 exp  es(rp  RP )2 : (4.7)
ここに現れる変数は第 2 章で示した式 (2.28){(2.31) と同様のものである。式
(4.4)，(4.6)で現れる NOに関しては，式 (2.28)，(2.30)と同様である。式 (2.29)，
(2.31) と式 (4.5)，(4.7) との違いは，R0P が RP に置き換えられていることであ
る。NOMO 法では EBF e(rp;R0P ) は基底関数中心を R0P とした GTF である
が，ECG-NOMO法では電子座標 rp と原子核座標RP を含んだ ECG基底関数と
なっている。ns ! 1の極限を考えると NOは  関数とみなせ，BO近似に基づ
いた通常のMO法と同様となる。
以下では，ECG-NOMO 法において原子核，電子軌道を決定するための方程式
の導出を行う。まず，以下に示す規格直交条件を仮定する。
hnI (XP )jnJ(XP )i = nIJ ; (4.8)
hei (xp;X)jej(xp;X)ie = eij : (4.9)
この条件を用いると，全エネルギーは
E0 =
h0(x;X)jH j0(x;X)i
h0(x;X)j0(x;X)i
=
nucX
I
hnI jt^njnI i+
1
2
nucX
I;J
JnIJ + hn0 jU^n0 jn0i (4.10)
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と表される。ここで，
U^n0 =
elecX
i
hei jt^ejei ie +
X
P
elecX
i
hei jt^nP jei ie   2
X
P
elecX
i
hei j^nP jei ie  ^nP
 
X
P
elecX
i;j
(hei j^nP jei ie  hej j^nP jejie   hei j^nP jejie  hej j^nP jei ie)
+
X
P
elecX
i
hei jv^nePpjei ie +
1
2
elecX
i;j
heiej jjeiejie (4.11)
である。下付きの添え字 eは電子座標に関してのみ積分することを示す。
式 (4.8)，(4.9)の規格直交条件を用いて，ラグランジェ関数は次のように定義さ
れる。
L =
nucX
I
hnI jt^njnI i+
1
2
nucX
I;J
JnIJ + hn0 jU^n0 jn0i
 
nucX
I;J
"nIJ (hnI jnJ i   nIJ) 
elecX
i;j
"eij hn0 j hei jeji   eij jn0i (4.12)
ここで，"nIJ と "eij は NOとMOのラグランジェ乗数である。原子核の座標が電子
軌道に含まれるという制約から，式 (4.12) の最後の項は原子核波動関数で平均化
された形となっている。原子核と電子のスピン軌道に関して式 (4.12) の変分を取
ると，次に示す微積分方程式が得られる。
f^nI (XP )
n
I (XP )  "nInI (XP ) = 0 (4.13)
hn0(X)jf^ e(xP ;X)ei (xp;X)  "eiei (xp;X)jn0(X)in = 0 (4.14)
ここで，
f^nI = t^
n +
nucX
J 6=I
J^nJ +
elecX
j
J^nj + hn0 jayI U^n0 aI jn0i   hn0 jayI
elecX
i
"ei (hei jei ie)aI jn0i
(4.15)
f^ e = t^e +
X
P
t^nP  
X
P
^nP  ^nP 0  
elecX
j
( ^ej   ^ej) +
elecX
j
(J^ej   K^ej ) +
X
P
v^nePp
(4.16)
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 ^ej =
X
P
Z
dxq(
e
j(xq;X))
^nP
e
j(xq;X)  ^nP (4.17)
^ej
e
i (xp;X) =
X
P
Z
dxq(
e
j(xq;X))
^nP
e
i (xq;X)  ^nPej(xp;X) (4.18)
である。式 (4.16)の第 3項に現れる ^nP 0 は n0 に作用することを意味する。
式 (4.15)，(4.16)から原子核と電子の Roothaan-Hall方程式が NBFと EBFを
用いて以下のように得られる。
F nCn = SnCnEn (4.19)
F eCe = SeCeEe (4.20)
ここで，
F n = hn(RP )jf^nI (RP )jn(RP )i (4.21)
F e = hn0(X)j he(rp;R)jf^ e(rp;R)je(rp;R)ie jn0(X)i (4.22)
Sn = hn(RP )jn(RP )i (4.23)
Se = hn0(X)j he(rp;R)je(rp;R)ie jn0(X)i (4.24)
である。
この手続きは通常の NOMO 法での式 (2.23){(2.27)，式 (2.34){(2.37) に似た
ものである。したがって，ECG-NOMO で必要な積分を一度作成してしまえば，
NOMO法のルーチンを利用することで一般の分子に対して ECG-NOMO法を適
用することができる。
4.3 結果と考察
ECG-NOMO 法の精度検証のため水素様原子 H{Ne9+ と水素分子イオン H+2 ,
D+2 , T
+
2 に適用した。
水素様原子では EBF に (8s4p3d2f1g) 原始関数を適用し，それらの軌道指数は
Dunningの cc-pV5Zの軌道指数 [17, 18]に対して，電荷の 2乗 (Z2)をファクター
として掛けて決定した。NOMO法の計算では原子核基底には (9s)原始関数を適用
し，指数は文献 [12]に示す値を用いた。ECG-NOMO計算では (1s)原始関数を用
い，軌道指数は 1.0から 1:0 10 4 まで変化させた。
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水素イオン分子では cc-pVTZ関数を EBFとし，(3s), (3s3p), (3s3p3d)原始関
数を NBFとした。NBFの指数は表 4.1に示し，s, p, dに同じ指数を用いた。
4.3.1 水素様原子
この章では ECG-NOMO計算の性能を，1核 1電子（2粒子）系である水素様原
子を用いて検証する。これらの系は厳密解が知られており，たとえば水素原子では
BO理論で -0.5 hartree，NBO理論で -0.499728 hartreeである。BO近似下の計
算では全波動関数は 1電子関数となるため，MO/HF計算の解は完全基底を用いれ
ば厳密解と一致する。一方，通常の NOMO法の取り扱いでは核－電子相関を取り
込まなければ厳密解とは一致しない。ECG-NOMO/HF計算は核－電子相関をあ
らわに取り込んだ基底関数を用いているため，厳密解を得られる可能性がある。
原子の場合，原子核の運動，あるいはより厳密にいえば原子核と電子を含めた質
量重心の運動は平面波で表される並進運動で，基底状態においては全エネルギーは
ゼロとなる。ECG-NOMO 法と TC-NOMO 法は基底状態において並進を記述す
る必要があるが，TF-NOMO 法にはその必要がない。初めに NBF の軌道指数依
存性を調べた。ECG-NOMO/HF計算で軌道指数を 1.0から 1:0 10 4 まで変化
させた。
図 4.1は厳密解からの誤差の NBF依存性を示している。横軸は NBFの軌道指
数 で縦軸は誤差を示している。結果は準線形の相関を示しており，その相関係数
は 0.8169 である。この誤差は原子核の運動によるものである。1 原子系における
ECG-NOMO/HF計算の誤差は，軌道指数が小さくなるにつれ減少している。そ
の誤差は  = 1:0 10 4 のとき約 6 mEh である。
表 4.2にはMO/HF，TC-, TF-NOMO/HFとMP2，ECG-NOMO/HF計算に
よって得られた水素原子の全エネルギーを示している。括弧内には厳密解との誤差
が示してある。水素原子の MO/HF計算では基底状態の全エネルギーをよく再現
し，厳密解との差は 0.005 mEh と小さい。この誤差は EBF の不完全性から生じ
る。一方，通常の NOMO法による計算では水素原子の全エネルギーを求めるのは
難しい。その誤差は TC-NOMO/HF法では 33 mEh であり，これは全エネルギー
の絶対値の 6.6% である。TC-NOMO/MP2 法により核－電子相関を取り入れて
もなお，その誤差は 21 mEh までしか削減できていない。これらの結果は通常の
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相関の取り扱いでは核－電子相関の収束が遅いということを意味している。並進を
取り除いた手法では誤差が減少しており，TF-NOMO/HF法では 0.38 mEh であ
る。並進を取り除き，さらに相関を取り込んだ手法で 0.07 mEh と少ない誤差で全
エネルギーを求めることに成功した。ECG-NOMO/HF 計算では NBF の軌道指
数を 1:0  10 4 としたとき，高い精度で全エネルギーを求めることができ，その
誤差は 0.006 mEh である。この誤差はMO/HF法による誤差と非常に近い。
次に H{Ne9+ の水素様原子の BO，NBO計算の結果を議論する。MO/HF, TC-
, TF-NOMO/HF, ECG-NOMO/HF 計算を行った。図 4.2 に厳密解とのエネル
ギー差を示している。MO/HF 法の誤差は EBF の不完全性によるものである。
TC-, TF-NOMO/HFの結果とMO/HFの結果との違いは主に核－電子相関の不
足からくるものである。一方，MO/HF法と ECG-NOMO/HF法の結果は重なっ
ている。この結果は ECG-NOMO/HF法で得られる全エネルギーが高精度である
ことを示している。すべての場合で，重原子になるほど誤差が大きくなり，その誤
差は TF-NOMO/HF法を除いて Z2 に比例している。
4.3.2 水素分子イオン
この節では水素分子イオン H+2 , D
+
2 , T
+
2 分子を取り扱う。表 4.3 はこれらの分
子の BO，NBO により得られた全エネルギーを示している。BO 計算では EBF
に cc-pVTZ を用いて MO/HF により全エネルギーを計算した。NBO 計算では
TRC-, TF-, TRF-NOMO/HF計算と ECG-NOMO/HF計算を行った。参照とし
て Eh の精度で全エネルギーを求めることが可能な FICI 法の結果も示した。括
弧の中には FICI法との差が mEh 単位で示してある。ゼロ点エネルギーを考慮し
ない BO計算では H+2 分子の全エネルギーとそのほかの D
+
2 , T
+
2 分子のそれとを
区別することができない。
BO近似の下では全エネルギーは H+2，D
+
2，T
+
2 分子のポテンシャルの底になる。
これらのカチオンは 1電子系なので，電子－電子相関は取り扱う必要がない。した
がって，MO/HF法による誤差は 0.389 mEh でこれは EBFの不完全性によるも
のである。いいかえると，H+2 分子の全エネルギーは 10 5 Eh 以下の誤差で求め
ることができ，その誤差は全体の 1% 以下である。
NBO計算で得られるエネルギーには電子のエネルギーだけでなく，原子核の運動
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エネルギーも含まれる。原子核の運動エネルギーはゼロ点振動を反映し，H+2 , D
+
2 ,
T+2 分子で全エネルギーが異なる。定性的にはこれらの全エネルギーの順序は，ど
の計算手法でも正しく得られている。しかしながら，計算精度は計算手法よりもむ
しろ NBFの質による。TRF-NOMO/HF計算による誤差は TRC-NOMO/HF計
算による誤差の約 1/3 である。これは NBO において高精度にエネルギーを得る
ためには，並進と回転の運動を取り除くことが重要であるということを示してい
る。TRF-NOMO/HF でも並進と回転は含まれているが，その影響は変分原理に
より取り除かれていることに注意されたい。ECG-NOMO/HF計算，特に NBFに
3s3p3d原始関数を用いた場合，非常に良い結果を得られた。その誤差は H+2 , D
+
2 ,
T+2 分子でそれぞれ 2.461, 1.802, 1.498 mEh である。
次に原子核運動エネルギーについて議論を行う。この運動には並進・回転・振動
が含まれる。基底状態では並進と回転の運動はゼロであるから，原子核運動エネル
ギーのほとんどはゼロ点振動によるものである。TRC-NOMO/HF法では原子核
運動エネルギーを NOの運動エネルギー成分の和として求めている。
Enkin = h0jT^ nj0i = he0(x)n0(X)jT^ n(R)je0(x)n0(X)i
=
nucX
I
hnI jt^njnI i : (4.25)
TF-, TRF-NOMO/HF法では，並進，あるいは並進と回転のエネルギーを変分的
に求められた原子核運動エネルギーからのぞいている。すなわち，これらの原子核
運動エネルギー成分は原子核運動演算子 T^ n から式 (2.41)，(2.44)から引くことで
求められる。一方，ECG-NOMO/HF法ではわずかに複雑な表式で求められる。
Enkin = h0jT^ nj0i = he0(x;X)n0(X)jT^ n(R)je0(x;X)n0(X)i
=
nucX
I
hnI jt^njnI i+
X
P
elecX
i
hn0 j hei jt^nP jei ie   2 hei j^nP jei ie  ^nP jn0i
 
X
P
elecX
i;j
hn0 j(hei j^nP jei ie  hej j^nP jejie   hei j^nP jejie  hej j^nP jei ie)jn0i :
(4.26)
式 (4.26)の最後の項は 1電子系では消えることに注意されたい。
表 4.4 には式 (4.25)，(4.26) で求めた原子核運動エネルギーを示している。参
照として実験値と FICI 法で求めたゼロ点振動の結果も示した。FICI の結果は
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v = 0 ! 1 と v = 1 ! 2 の遷移エネルギーから求めた調和振動 !e と 1 次の非
調和項 !ee を用いて計算した。括弧内には FICIとの差を示している。全エネル
ギーの場合と同様に，ECG-NOMO法の結果はほかの NOMO法の結果に比べて
改善している。NBFに (nsnpnd)原始関数をもちいたとき，H+2 分子では FICIと
の誤差は ECG-NOMO法で -232.1 cm 1 である。他の計算手法では TRC-, TF-,
TRF-NOMO/HF法では 4112.7, 2835.6, 903.1 cm 1となった。ECG-NOMO法
で得られたゼロ点振動は FICIの結果を下回った。
ここで基底関数依存性を議論する必要がある。NBFを (ns), (nsnp), (nsnpnd)
と変化させていくと，すべての方法でゼロ点振動数が減少していく。最終的に
TRC-, TF-, TRF-NOMO/HF ではゼロ点振動数を過大評価する。一方，ECG-
NOMO法による過小評価の度合いは大きくなっている。この原因を明らかにする
のは困難であるが，原子核間の交換・相関効果を無視した独立粒子近似のために，
NBFの収束が好ましくない振る舞いをしていると推定される。
次に平均構造に関して議論する。表 4.5 に H+2 , D
+
2 , T
+
2 分子の平均構造を示し
た。FICI 法との誤差を括弧内に示している。非調和性のために平均構造は H+2 ,
D+2 , T
+
2 の順に短くなる。この傾向は表中のすべての手法で再現することができ
た。通常の NOMO 法の中では TRC-NOMO 法により得られた平均構造が最も
長く，TF-NOMO 法がその次である。これは原子核運動エネルギーに関係があ
る。TRC-, TF-NOMO 法では原子核運動エネルギーを過大評価してしまうため
に，ゼロ点振動が大きくなる。その結果，平均構造も過大評価してしまう。一方，
TRF-NOMO法によって得られる平均構造は 0.01 A以下の誤差と非常に良い精度
で求められている。ECG-NOMO 法でも平均構造は誤差 0.01 A で TRF-NOMO
法と同様によい結果が得られた。
最後に TRC-NOMO 法と ECG-NOMO 法で得られた原子核の波動関数を比
較する。図 4.3 はそれぞれの手法で求めた原子核密度の空間分布を示している。
TRC-NOMO/HF 法で得られた原子核密度は ECG-NOMO/HF 法で得られたそ
れよりも非常に縮んでいる。TRC-NOMO/HF計算では，原子核は電子が作る平
均場にさらされる。電子もまた平均場の影響を受けている。電子・原子核波動関数
の主な成分は s関数であるから，平均場は軌道中心の周りで強くなる。その結果，
原子核の波動関数は軌道中心の周りに縮む。ECG-NOMO/HF計算では電子は原
子核の運動に追随する。軌道中心周辺に不自然な力は働かない。そのため，原子核
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密度の分布は化学結合の強さに応じて決定される。
4.4 結論
NBO 理論の取り扱いにおいて，核－電子相関を取り込むために ECG-NOMO
法の導出を行った。この理論は ECG法と NOMO法の混成手法である。ECG法
は電子－電子, 核－電子, 核－核相関効果を取り込むことで，非常に高精度な結果
を得ることができるものの，その計算コストは粒子数の階乗で増加してしまう。一
方，NOMO法の利点は電子－電子, 核－電子, 核－核相互作用の平均場を用いるこ
とで，計算コストが低くなることである。ECG-NOMO法はこの両者の利点を取
り入れた手法である。
ECG-NOMO法を量子化学計算パッケージである GAMESSに実装した。数値
検証として H{Ne9+の水素様原子，水素分子イオン H+2 とその同位体の計算を行っ
た。水素様原子に関しては厳密解と 1 mEh 以下の誤差で全エネルギーを求めるこ
とに成功した。たとえば水素原子の場合は，その誤差は 6 Eh 程度であり，MO
法による誤差と同程度である。このことから，この誤差は EBFの不完全性による
ものであり，ECG-NOMO法が核－電子相関を完全に考慮できていることが示さ
れた。水素分子イオンでは全エネルギー，平均核間距離，ゼロ点振動数を求め，従
来の NOMO法と結果を比較した。結合長は ECG-NOMO法と NOMO法で大き
な差はなかったが，全エネルギーとゼロ点振動数に関しては大きな改善がみられ
た。H+2 の原子核密度を NOMO/HF法で求めると，分子振動に比べて非常に縮ん
だ形になる。一方，ECG-NOMO/HF法で得られたものは妥当な拡がりを示した。
したがって，本手法は高精度な NBO理論として広く利用できると考えられる。
本手法の他研究との関係は以下のとおりである。Takatsukaと Ten-noは 2次の
多体摂動論を用いて，ポジトロンと電子の相互作用を調査した [19]。彼らは完全基
底による効果を取り込むために，explicitly correlated geminalsのテクニックを利
用した [20]。この方法の表式で現れる 3 体積分計算手法が Ten-no によって提案
され [21]，resolution-of-identity [22]を用いることで高速化を行った。Hammes-
SchierらはNOMO法と等価であるNEO法を基にし，HFレベルであらわに核－
電子相関を取り込んだ NEO-XCHFを開発した [23, 24]。この理論では NEO/HF
波動関数に Gauss型の geminal関数を掛ける。X+[H]と [He-H-He]+ に対する数
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値検証は，非常に精度のよいものであった。しかしながら，現在この手法では量子
論的に取り扱える原子核は 1つだけである。3体積分が必要なことが，geminalの
アプローチにとって障害となっているのであろう。
ECG-NOMO計算では，多電子系を計算するのに最大で 4核 2電子積分を計算
する必要がある。この積分を計算する直接的な手法はまだ報告されていない。しか
し，ECG法に対して適用されている手法 [25]が参考になるかもしれない。今後，
この積分に対する計算手法を開発する必要がある。
補遺：NOMO/GCM法との関連
第 3章で示したGCMは構造の組として波動関数を表現したが，つまり原子核座
標の組を意味している。また GCM波動関数に対して，積分表式を用いると以下の
ように表される。
	GCM =
Z
d C()(): (4.27)
これらから GCM波動関数はちょうど ECG-NOMO電子波動関数の形となる。し
たがって，NOMO/GCM法では ECG-NOMO法により得られた核－電子相関の
一部を考慮できていると考えられる。また同時に，電子－電子，核－核相関も取り
込むことができている。しかし NOMO/GCM 法では NOMO 法により求められ
た非物理的に収縮した波動関数を参照としているため，ややその効率は悪くなって
いると考えられる。充分な数の波動関数を用い，参照する波動関数をよいものに
すれば，NOMO/GCM法でも ECG-NOMO法と同等の結果を得ることが期待で
きる。
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図 4.1 ECG-NOMO/HF法を用いて計算された H原子の全エネルギーの NBF依存性
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表 4.1 H, D, T 原子の NBFの軌道指数
NOMO ECG-NOMO
H 90.8105
28.7168
9.0810 9.0810
2.8717 2.8717
0.9081 0.9081
D 181.5308
57.4051
18.1531 18.1531
5.7405 5.7405
1.8153 1.8153
T 271.8608
85.9699
27.1861 27.1861
8.5970 8.5970
2.7186 2.7186
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表 4.2 TC-, TF-NOMO/HF, MP2 と ECG-NOMO/HF を用いて計算され
た H原子の全エネルギー [hartree]
計算手法 NBF 全エネルギー
BO Exact -0.500000
MO/HF - -0.499995 ( 0.005)
NBO TC-NOMO/HF 9s -0.465995 (33.733)
9s9p -0.466040 (33.688)
9s9p9d -0.466416 (33.312)
TC-NOMO/MP2 9s -0.466883 (32.845)
9s9p -0.477781 (21.947)
9s9p9d -0.478713 (21.015)
TF-NOMO/HF 9s -0.499344 ( 0.384)
9s9p -0.499347 ( 0.381)
9s9p9d -0.499348 ( 0.380)
TF-NOMO/MP2 9s -0.499350 ( 0.378)
9s9p -0.499655 ( 0.073)
9s9p9d -0.499656 ( 0.072)
ECG-NOMO/HF 1s -0.499722 ( 0.006)
Exact -0.499728
 括弧内には厳密解との差を示す [mEh]
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第 5章 あらわに核－電子相関を考慮したNOMO法の開発：
2電子積分手法
5.1 序
当研究室で開発されてきた NOMO法 [1{12]は，GTFを基底関数に用いている
ために，分子積分はこれまでに開発されてきた効率のよい ERI計算手法が適用可
能である [13{16]。それに対して，ECG-NOMO法 [17]では，第 4章の式 (4.5)に
示すように ECG 基底関数の線形結合で分子軌道を記述するために，特有の積分
が現れ，このような効率的な ERI求積法の利用は困難である。原子の場合には並
進不変性のために，ECG-NOMO/HF計算に必要な積分は通常の積分のみである。
たとえば重なり積分では以下のようになる。Z
dxp(xp  XP )les(xp  XP )let exp[ es(xp  XP )2   et(xp  XP )2]
= constant: (5.1)
しかし，ECG-NOMO法を多原子分子に適用するとき，電子と原子核の座標を含
んだ新たな形の積分を行う必要がある。以下に示すような内部座標で表現された積
分は解析的に求めることは可能であるが，デカルト座標系で適用できる効率的な積
分アルゴリズムを適用することができない。Z
dxp(xp  XP )les(xp  XQ)let exp[ es(xp  XP )2   et(xp  XQ)2]
= V (XP ; XQ): (5.2)
内部座標を積分するための手法がこれまでにいくつか提案されている。
Adamowiczらは複素 GTFを用いた ECG の積分を行うために，角運動量量子数
l = 0; 1の場合に対して行列ベースの手法を開発した [18, 19]。Monkhorstらは角
運動量量子数 l = 0の場合に対して，相対座標で表された GTFを再帰的な手法で
積分する方法を提案している [20]。これらのアルゴリズムは内部座標系を基準とし
ているために，デカルト座標系に適用するのは困難である。最近，Kingらが Rys
求積法 [13]を基にして，N 電子積分の一般的な表式を示した [21]。この方法では
基底関数として 1粒子 GTFのみならず，geminal GTFを用いた場合にも適用が
可能である。ECG-NOMO 法では 1 粒子 GTF を NBF，geminal GTF を EBF
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と考えることができる。しかし，ここで示された表式は geminal 関数に多項式係
数を含めることができないため，EBFとして s関数しか利用できず，一般的な系
への適用はできない。
本章では ECG-NOMO 法特有に現れる ERI の解析的な求積法と，数値積分
との混成的な求積法を示す。本章の構成は以下のとおりである。第 5.2 節では
ECG-NOMO法における ERIの積分手法について述べる。まず，理論の導出で必
要となる定義を行う。次に，最も単純な s関数のみで構成される ERIの解析積分
手法に関して述べる。最後に，数値積分とこれまで開発されてきた効率的な解析積
分を用いた混成手法の開発関して述べる。第 5.3節では数値検証を行う。第 5.4節
は結論である。
5.2 ECG-NOMO/HFの 2電子積分手法
この節では式 (4.10)の第 3項に現れる ERIの導出法を示す。ECG-NOMO法の
ERIは 2電子と N 原子核の座標に対して積分を行う必要があるため，通常の ERI
(2e-ERI) と区別して Nn2e-ERIと呼ぶ。初めに，必要な定義と記法を導入するこ
とで Nn2e-ERIを変換する。次に，s型の GTFのみを用いた場合の 4n2e-ERIに
関して解析的な積分手法を示す。最後に p 型や d 型などの高い角運動量量子数を
もった 2n2e-ERIに対して混成的な手法を示す。
5.2.1 Nn2e-ERIの記法と変換
EBFに原子核の座標を含むため，Nn2e-ERIは以下のように表される。
hn0 j heiej jeiejie jn0i =
X
P P
X

P nP PP
e
P
e
 hnP j heejeei jnP i :
(5.3)
ここで，P e は電子密度行列である。nP , P
n
P P はそれぞれ原子核の AOと原子
核密度の積であり，
nP = 
n
I
n
J   nK ; (5.4)
P nP P = P
n
IIP
n
JJ   P nKK (5.5)
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のように表される。e はただ 1 つの原子核座標のみを含むことに注意されたい。
ここで，式 (5.3)を AOベースで書き表すと，
V = hnP j heejeei jnP i (5.6)
と表される。4つの EBFで構成される Nn2e-ERIは，高々 4つの原子核座標しか
含まないので，2 電子 4 原子核積分，つまり 4n2e-ERI を求めればよい。式 (5.6)
で表される 4n2e-ERIは 7つのタイプに分けられる。EBF fe, e , e, eg がそ
れぞれ I, J , K, L の原子核座標を含むとき，この積分を \IJKL"タイプとする。
この命名規則に従えば，4n2e-ERIには IIII, IIJJ , IJJJ , IJIJ , IIJK, IJIK,
IJKLタイプが存在する。
簡単のため，これ以降は展開係数と規格化定数を省略する。さらに積分 V を以
下のように表す。
V = 2 1=2
Z 1
0
du Vx(u)Vy(u)Vz(u): (5.7)
ここでクーロン演算子にラプラス変換
1
r12
= 2 1=2
Z 1
0
du exp[ u2(r1   r2)2] (5.8)
を用いた。式 (5.6)の x成分 Vx は，IJKLタイプでは以下のように定義される。
Vx =
Z
  
Z
dx1dx2dXIdXJdXKdXL Px exp[ Gx]: (5.9)
ここで
Px = (x1 XI)le(x1 XJ)le (x2 XK)le(x2 XL)le
I;J;K;LY
P
(XP X0P )l
n
P ; (5.10)
Gx = 
e
(x1  XI)2 + e(x1  XJ)2 + e(x2  XK)2 + e(x2  XL)2
+ u2(x1   x2)2 +
I;J;K;LX
P
nP (XP  X0P )2; (5.11)
nP = 
n
P + 
n
P ; (5.12)
lnP = l
n
P + l
n
P : (5.13)
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lnP , 
n
P , X
0
P は原子核 P の角運動量量子数，軌道指数，基底関数中心である。式
(5.9)を積分するために，指数の変換を行う。平方完成を用いることで，すべての
タイプの積分の指数は以下のように書き表せる。
Gx = 
0
1(x1   x01)2 +  02(x2   x02)2 +
I;J;K;LX
P
 0P (XP  X 0P )2 +Qx: (5.14)
ここで f 01,  02,  0P gと fx01, x02, x0P gは 1番目の電子，2番目の電子，原子核 P に
対する，新しく定義された軌道指数と基底関数中心である。一般的に Qx は
Qx =
cxu
2 + dx
au2 + b
(5.15)
と表される。a, b, cx, dx は定数で，cx, dx は基底関数中心X0I , X0J , X0K , X0L を含
む。この導出の詳細は補遺を参照されたい。
EBFに 4つよりも少ない種類の原子核しか含まれなかった場合，積分は簡単に
なる。たとえば，IIJK タイプの場合，式 (5.14)は
Gx = 
0
1(x1   x01)2 +  02(x2   x02)2 +
I;J;KX
P
 0P (XP  X 0P )2 +Qx (5.16)
となり，電子と 3つの原子核座標に関してのみ積分を行えばよい。IIII タイプの
積分が 2e-ERIと同様の手法で求めることが可能なことに注意されたい。なぜなら
1つの原子核しか含まないこの積分は，原子の積分と同様に考えることができるか
らである。
5.2.2 s型 GTFのみの場合の解析的積分手法
s型 GTFのみを用いた場合，つまり式 (5.9)において Px = 1とした場合には，
以下のように解析的積分が可能である。
Vx =

6
 01
0
2
0
I
0
J
0
K
0
L
1=2
exp[ Qx]
= (4)1=2  (au2 + b) 1=2 exp

 cxu
2 + dx
au2 + b

: (5.17)
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これから，式 (5.6)は以下のように求められる。
V = VxVyVz = (
4)3=2  25=2
Z 1
0
du (au2 + b) 3=2 exp

 cu
2 + d
au2 + b

= (4)3=2  25=2 1p
ab
exp

 d
b

F0

 bc  ad
ab

: (5.18)
ここで，F0(t)は以下のように表される。
F0(t) = t
 1=2
Z t1=2
0
dy e y
2
=
1
2

t
1=2
erf(t1=2): (5.19)
したがって，F0(t)を除いては，4n2e-ERIを解析的に積分することが可能である。
5.2.3 一般的な方法
p型や d型 GTFを用いた場合に対して，解析積分と数値積分を組み合わせた混
成手法を提案する。原子核座標を含むために従来の高速な解析積分の利用が困難
であるため，この混成手法は重要である。ここで，原子核の座標を積分するのに
Gauss-Hermite求積法 [22]を用いる。Gauss-Hermite求積法はZ 1
 1
dx f(x) exp[ x2] 
MX
i
wif(i) (5.20)
で表され，wi，i はそれぞれ重み関数と求積点である。f(x)が多項式であるとき，
式 (5.20) は充分な求積点を用いることで，完全に成り立つ。このとき必要な最小
の点数は多項式の次数により決定される。f(x)が n次多項式であるとき，最小の
点数Mmin は
Mmin =
hn
2
i
+ 1 (5.21)
となる。Gauss-Hermite 求積法を利用すると，原子核座標は求積点の定数座標と
みなせる。そこで，電子座標 x1, x2 に対しては，Rys求積法のような通常の効率
的な積分手法を用いることができる。
積分の手続きに関して図 5.1にまとめた。IIJJ タイプの積分に関して，式 (5.14)
の XJ を以下の関係式を用いて J に置換する。
XJ =
Jp
 0J
+X 0J (5.22)
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この置換により，原子核 J の座標の積分に対して Gauss-Hermite求積法が適用可
能となる。積分の表式は以下のように変換される。Z
dXJ (x2  XJ )le+le (XJ  X0J)l
n
J exp[  0J (XJ  X 0J)2]
=
Z  
dJp
 0J
!"
x2  
 
Jp
 0J
+X 0J
!#le+le " 
Jp
 0J
+X 0J
!
 X0J
#lnJ
 exp[ 2J ]
=
MminX
nj
wnjp
 0J
 
x2  XCJ (nj)
le+le  XCJ (nj) X0JlnJ : (5.23)
ここで，
XCJ (nj) =
njp
 0J
+X 0J (5.24)
で，wnj と nj は nj 番目の重み関数と求積点である。次に XJ と同様にして XI
を I に置換する。X 0I には XJ が含まれることに注意されたい（補遺参照）。した
がって，Z
dXI (x1  XI)le+le (XI  X0I )l
n
I exp[  0I(XI  X 0I)2]
=
MminX
ni
wnip
 0I
 
x1  XCI (ni; nj)
le+le  XCI (ni; nj) X0I lnI : (5.25)
ここで，
XCI (ni; nj) =
ni
 0I
+X 0I(XJ(nj)) (5.26)
である。すべての求積点の和を取ることで，IIJJ タイプの積分を求めることが可
能である。
Vx =
MminX
ni;nj
wniwnjp
 0I
0
J
 
XCI (ni; nj) X0I
lnI  XCJ (nj) X0JlnJ V 0x(ni; nj): (5.27)
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ここで，V 0x は以下のように定義される。
V 0x(ni; nj) =
ZZ
dx1dx2 P
0
x(ni; nj) exp[ G0x(ni; nj)]; (5.28)
P 0x(ni; nj) = (x1  XCI (ni; nj))l
e
+l
e
 (x2  XCJ (nj))l
e
+l
e
 ; (5.29)
G0x(ni; nj) = 
0
1(x1   x01(ni; nj))2 +  02(x2   x02(nj))2: (5.30)
2e-ERIの指数は
  (e + e)(x1  XI)2   (e + e)(x2  XJ )2   u2(x1   x2)2
=   01(x1   x01)2    02(x2   x02)2    x (5.31)
となり，V 0x の指数と異なっている。そこで，V 0x を以下のように変形する。
V 00x (ni; nj) = V
0
x(ni; nj) exp[  x(ni; nj)]
=
ZZ
dx1dx2 P
0
x(ni; nj) exp[ G00x(ni; nj)]: (5.32)
このとき，G00x は
G00x(ni; nj) =  (e + e)(x1  XCI (ni; nj))2
  (e + e)(x2  XCJ (nj))2   u2(x1   x2)2 (5.33)
となり，2e-ERIの形式と同じであるため通常の積分手法で求めることが可能であ
る。これにより，2n2e-ERIの積分を求めることができる。3n2e-, 4n2e-ERIに関
しても同様な手続きを行うことで積分を求めることが可能である。Nn2e-ERI は
求積点で総和を取らなければならないため，通常の 2e-ERIに比べMNmin 倍計算コ
ストが大きくなる。ここに示したように，Nn2e-ERI は求めることは可能である
が，ECG-NOMO法を一般的な系へと適用するためにはスクリーニングなどの手
法を用いることで積分量を削減する必要がある。
5.3 結果と考察
本求積法の正当性と ECG-NOMO 法の数値検証のために，水素分子 H2 とそ
の同位体 D2, T2, DH, HT, DT 分子の計算を行った。比較のために TRC-, TF-,
TRF-NOMO/HF計算も行った。EBFには Dunningの cc-pVTZ [23]を用いた。
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NBF には NOMO 法では (5s5p5d) 原始関数を用い，軌道指数は even-tempered
scheme [24]で 2154.0{215400.0 cm 1に対応した振動数を用いて決定した。ECG-
NOMO法では (3s3p3d)原始関数を用いた。軌道指数は (1s1p1d)基底関数で H2,
D2, T2 分子の ECG-NOMO/HF 計算を行い，軌道指数を最適化した後 1=
p
10
と
p
10をかけることで残りの指数を決定した。これにより triple- 相当の基底関
数としている。NBF の軌道指数は表 5.1 に示している。NBF と EBF の基底関
数中心は TRC-, TF-, TRF-NOMO 法では解析的勾配法 [10] により最適化した。
ECG-NOMO/HFにおける NBFの基底関数中心はMO/HFで最適化した構造を
用いた。すべての NOMO計算は量子化学計算パッケージ GAMESSに実装した。
まず初めに ECG-NOMO 理論の計算精度を検証する。表 5.2 には TRC-, TF-,
TRF-NOMO/HFと ECG-NOMO/HF法により求めた，H2 分子とその同位体の
基底状態の全エネルギーを示している。NOMO の枠組みで ECG 基底関数を用
いることにより，TRF-NOMO/HF に比べて 6{8 mEh 低いエネルギーを ECG-
NOMO/HFでは得ることに成功した。核－電子相関を効率的に取り込むことによ
り，並進と回転の運動をハミルトニアンは含んでいるにも関わらず，それらの高い
エネルギー準位すなわち励起状態は除かれているように見える。
表 5.3には通常の NOMO/HFと ECG-NOMO/HFから求めた原子核の運動エ
ネルギーから得られるゼロ点エネルギーを示している。TRC-NOMO/HF法では
原子核運動エネルギーを NOの運動エネルギー成分の和として求めている。
Enkin =
nucX
I
hnI jt^njnI i : (5.34)
TF-, TRF-NOMO/HF法では，並進，あるいは並進と回転のエネルギーを変分的
に求められた原子核運動エネルギーからのぞいている。ECG-NOMO/HF法では
Enkin =
nucX
I
hnI jt^njnI i+
X
P
elecX
i
hn0 j hei jt^nP jei ie   2 hei j^nP jei ie  ^nP jn0i
 
X
P
elecX
i;j
hn0 j(hei j^nP jei ie  hej j^nP jejie   hei j^nP jejie  hej j^nP jei ie)jn0i
(5.35)
により求めた。括弧内には実験値からの差を示している。ECG-NOMO/HF理論
ではゼロ点エネルギーは一般的に改善していることが分かる。たとえば H2 分子
{ 64 {
では TRC-, TF-, TRF-NOMO/HF で得られた結果は，実験値に対して 6032.3,
3908.5, 961.6 cm 1 の誤差があるのに対し，ECG-NOMO/HF法で得られる結果
はわずかに 123.5 cm 1 の誤差であった。ECG-NOMO/HF 法を用いることで，
D2, T2, DH, HT, DT のどの分子に対してもほかの NOMO/HF に比べてよい結
果を得ることができた。この結果は ECG-NOMO/HF法は NOMO/HFに比べ計
算時間はかかるものの，原子核の量子効果を精度よく求めることができるというこ
とを示している。
最後に通常の NOMO法と ECG-NOMO法で得られた原子核波動関数を比較す
る。図 5.2に H2 分子の空間分布を示した。x軸上に基底関数中心を配置している。
この全原子核波動関数は並進・回転・振動のすべての運動を含んでいる。並進と回
転の厳密な波動関数は平面波と質量中心周りの球面調和関数である。しかしなが
ら，通常の NOMO法，ECG-NOMO法ともに局在化した GTFを NBFに用いて
いる。したがって，並進と回転の運動を完全に表現するのは困難である。並進と回
転の運動を記述するために，原子核密度は拡がる傾向にある。
原子核の記述を決定する，ほかの重要な効果は原子核と電子のクーロン相互作用
である。通常の NOMO/HF法は平均場の核－電子相互作用で表される。この取り
扱いでは電子が原子核の運動に追随するという核－電子相関効果を表現できない。
原子核電子密度は電子，特に内殻電子が作る平均場にとらえられる。その結果，こ
の効果は必要以上に原子核密度を収縮させる。
通常の NOMO/HFの原子核密度は上述した 2つの効果のトレードオフにより決
定されると考えられる。すなわち，並進・回転運動と平均場における核－電子相互
作用である。TRC-NOMO/HFの原子核密度は球状に拡がるが，TF-NOMO/HF
では並進を記述する必要がないため原子核密度はより収縮する。さらに TRF-
NOMO/HFでは核－電子相互作用の平均場が支配的になり，非常に収縮する。こ
こで TRF-NOMO/HF の原子核波動関数は H{H 振動の方向にだけ拡がっている
ことが分かる。
ECG-NOMO/HF の原子核密度は通常の NOMO/HF の結果と大きく異なり，
分子軸の方向だけでなく，それに垂直な方向にも拡がっている。ECG-NOMO/HF
法は核－電子相関効果を取り込んだことにより，もはや内殻電子による非物理的な
力にとらわれない。この原子核密度の拡がりは並進・回転運動によるものであると
考えられる。表 5.2に示すように，これらの運動は全エネルギーを増加させない。
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結論として，ハミルトニアンから並進・回転運動を取り除いた通常のNOMO/HF
は高精度にエネルギーを求めることには成功した。しかし，そのことにより原子核
密度は悪いものとなった。逆に，ECG-NOMO/HF法は全エネルギーと原子核密
度の両方の記述を良くすることができた。
5.4 結論
本章では ECG-NOMO 法の ERI の積分手法に関して述べた。原子核座標を
Gauss-Hermite 求積法を用いて数値積分することで，すべての積分は通常の 2
電子積分計算手法である Rys 求積法により計算できる。この積分手法により，
ECG-NOMO法は多電子系への適用が可能となった。
この積分手法は量子化学計算パッケージ GAMESS [25] に実装された。数値検
証では水素分子とその同位体に対して ECG-NOMO/HF法を適用した。得られた
ゼロ点振動エネルギーは従来の NOMO法を用いて得られたものよりも，非常に良
い精度であった。従来の NOMO法で得られる H2 分子の原子核密度は，分子振動
に比べ非常に局在化したものになる。特に TRF-NOMO/HFでは並進と回転を除
去したことにより，回転方向にも原子核密度は収縮する。TRF-NOMO/HF 法で
は全エネルギーは TRC-NOMO法に比べ高精度に求められるものの，得られる原
子核密度は非物理的な描像となる。それに対して，ECG-NOMO/HFで得られた
原子核密度は妥当なものが得られる。
ECG-NOMO理論では最大で 4核 2電子積分が必要となる。したがって，その
積分数は通常の MO 法に比べ非常に多くなる。しかしながら，原子核の量子効果
は非常に局在化しているので，スクリーニング手法を用いることで積分数を削減で
きると考えられる。
補遺：軌道指数の変換手順
IIJJ タイプの ERIの指数は以下のように表される。
Gx = 
e
1(x1  XI)2 + e2(x2  XJ)2 + u2(x1   x2)2
+ nI (XI  X0I )2 + nJ (XJ  X0J)2 (5.36)
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ここで，e1 = e + e，e2 = e + e である。式 (5.36) を x1 で積分するため
に，まず x1 に関する項を平方完成を用いて変換する。
e1(x1  XI)2 + u2(x1   x2)2 =  01(x1   x01)2 +Q1 (5.37)
x01 と  01 は変換により得られる新たな基底関数中心と軌道指数で
 01 = u
2 + e1 (5.38)
x01 =
u2x2 + 
e
1XI
u2 + e1
(5.39)
Q1 =
u2e1
u2 + e1
(x2  XI)2 (5.40)
と表される。次いで x2 で積分するために，x2 に関する項をまとめる。
e2(x2  XJ)2 +
u2e1
u2 + e1
(x2  XI)2 =  02(x2   x02)2 +Q2 (5.41)
同様にしてすべての座標をまとめると，式 (5.36)は次のようになる。
Gx = 
0
1(x1  X 01)2 +  02(x2  X 02)2
+  0I(XI  X 0I)2 +  0J(XJ  X 0J )2 +Qx (5.42)
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ここで，各パラメータは以下のようになる。
 02 =
(e1 + 
e
2)u
2 + e1
e
2
u2 + e1
(5.43)
x02 =
(e1 + 
e
2)u
2XI + 
e
1
e
2XJ
(e1 + 
e
2)u
2 + e1
e
2
(5.44)
 0I =
(e1 + 
e
2)
n
I u
2 + e1
e
2(
n
I + u
2)
(e1 + 
e
2)u
2 + e1
e
2
(5.45)
X 0I =
(e1 + 
e
2)
n
I u
2X0I + 
e
1
e
2(u
2XJ + 
n
IX
0
I )
(e1 + 
e
2)
n
I u
2 + e1
e
2(
n
I + u
2)
(5.46)
 0J =
(e1 + 
e
2)
n
I 
n
Ju
2 + e1
e
2(
n
I 
n
JX
0
J + (
n
IX
0
I + 
n
JX
0
J )u
2)
(e1 + 
e
2)
n
I u
2 + e1
e
2(
n
I + u
2)
(5.47)
X 0J =
(e1 + 
e
2)
n
I 
n
Ju
2X0J + 
e
1
e
2(
n
I 
n
JX
0
J + (
n
IX
0
I + 
n
JX
0
J )u
2)
(e1 + 
e
2)
n
I 
n
Ju
2 + e1
e
2(
n
I 
n
J + (
n
I + 
n
J )u
2)
(5.48)
Qx =
e1
e
2
n
I 
n
Ju
2(X0I  X0J )2
(e1 + 
e
2)
n
I 
n
Ju
2 + e1
e
2(
n
I 
n
J + (
n
I + 
n
J )u
2)
(5.49)
ほかのタイプの ERIに対しても，式 (5.36)は同様の手続きにより式 (5.42)に変換
できる。
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表 5.1 H, D, T 原子の NBFの軌道指数
NOMO ECG-NOMO
H 908.1045 21.1272
287.1678 6.6810
90.8105 2.1127
28.7168
9.0810
D 1815.3077 29.6495
574.0507 9.3760
181.5308 2.9650
57.4051
18.1531
T 2718.6079 36.1353
859.6993 11.4270
271.8608 3.6135
85.9699
27.1861
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第 6章 あらわに核－電子相関を考慮したNOMO法の開発：電子
相関理論
6.1 序
第 4章，第 5章で示されたように，ECG-NOMO法 [1]では HFレベルで核－
電子相関を充分に考慮することが可能であり，精度よく量子効果を記述することが
できる。しかし NBO理論では電子－電子，核－電子，核－核の 3種類の相関効果
を考慮する必要がある。これまでに示してきたように，核－電子相関は EBFに原
子核座標を含めることによって，充分に考慮することが可能となった。残る相関の
うち，核－核相関はこれまでの研究により電子－電子，核－電子相関に比べて非
常に小さいことが分かっている。したがって，電子－電子相関を考慮することが
ECG-NOMO法の更なる高精度化に最も重要な要因となる。
本章では ECG-NOMO法の電子相関理論に関して述べる。第 6.2節では ECG-
NOMO 法の電子相関理論，特に MP2 と CCSD 手法の理論について述べる。第
6.3節では数値検証を行う。CCSD法では 1電子，2電子励起を考慮するため，2電
子系では電子－電子相関を完全に取り込むことができる。したがって，2電子系で
ある水素分子 (H2)，水素イオン分子 (H+3 )とその同位体を対象とし，ECG-NOMO
法の電子相関理論の性能を確かめた。第 6.4節は結論である。
6.2 理論
式 (4.16)の電子に対する Fock演算子は，電子座標だけでなく原子核の座標も含
むため，通常の電子相関理論の手続きを ECG-NOMO法に適用するのは困難であ
る。しかし，原子核の量子効果を考慮しても，ECG-NOMO/HFの電子軌道と軌
道エネルギーは MO/HFの結果と大きく変わらないと考えられる。この事実から
原子核の分布により平均化された，つまり振動平均の取り扱いが仮定できる。この
仮定では式 (4.14)から得られる相関エネルギーを振動平均された ERIと軌道エネ
ルギーを用いて求める。この仮定はやや直観的であり，数値検証を行う必要がある
のは明らかである。
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表式の詳細は以下のようになる。たとえば通常のMP2相関エネルギーは
E
(2)
MP2 =
1
4
X
i;j;a;b
j h'ei'ej jj'ea'ebi j2
"ei + "
e
j   "ea   "eb
(6.1)
と表される。ここで，fi, jgと fa, bgはそれぞれ任意の占有，非占有軌道を表す。
したがって，ECG-NOMO法での相関エネルギーは以下のようになる。
E
(2)
ECG NOMO=MP2 =
1
4
X
i;j;a;b
j hn0 j h'ei'ej jj'ea'ebie jn0i j2
"ei + "
e
j   "ea   "eb
(6.2)
分母の軌道エネルギーと分子の ERIは原子核座標で積分されている，すなわち振
動平均されていることに注意されたい。式 (6.2) の別の導出法に関しては補遺に
示す。
振動平均を用いた取り扱いの下では，ECG-NOMO法の電子－電子相関理論の
導出は明白である。すなわち軌道エネルギーと 2電子積分を，原子核座標で積分さ
れた値に置き換えればよい。たとえば，ECG-NOMO/CCSD相関エネルギーは以
下のようになる。
EECG NOMO=CCSD   E0 = hn0 j he0j Heje0i jn0i
=
1
4
X
i;j;a;b
hn0 j h'ei'ej jj'ea'ebie jn0i tabij
+
1
2
X
i;j;a;b
hn0 j h'ei'ej jj'ea'ebie jn0i tai tbj (6.3)
ここで， He は演算子が順序立てられた電子ハミルトニアンで ftai , tabij gは T1，T2
係数である。原子核の座標とは独立な Tn 係数は，次の式を満たすように繰り返し
の手続きにより決定する。
0 = hn0 j h(e0)ai j Heje0i jn0i (6.4)
0 = hn0 j h(e0)abij j Heje0i jn0i (6.5)
6.3 結果と考察
ECG-NOMO法の相関理論の性能を確かめるために，数値検証として水素分子
H2 とその同位体 D2, T2, DH, HT, DT 分子と水素イオン分子 H+3 とその同位体
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D+3 , T
+
3 分子の計算を行った。比較のために TRC-, TF-, TRF-NOMO法の HF，
MP2計算も行った。EBFには Dunningの cc-pVTZ [2]を用いた。NOMO法で
は NBF に (5s5p5d) 原始関数を用い，軌道指数は even-tempered scheme [3] で
2154.0{215400.0 cm 1 に対応した振動数を用いて決定した。ECG-NOMO 法で
は水素分子に (3s3p3d)，水素イオン分子に (3s3p1d) 原始関数を用いた。軌道指
数は (1s1p1d)基底関数でそれぞれの分子に対して ECG-NOMO/HF計算を行い，
軌道指数を最適化した後 1=
p
10 と
p
10 をかけることで残りの指数を決定した。
TRC-, TF-, TRF-NOMO/MP2法では NBFと EBFの基底関数中心は数値微分
を用いて最適化した。ECG-NOMO/MP2，CCSD 計算では NBF の基底関数中
心は MO/HFで最適化した構造を用いた。すべての NOMO計算は量子化学計算
パッケージ GAMESSに実装し行った。
まず，ECG-NOMO/MP2, CCSD 法の数値検証を行った。表 6.1 に ECG-
NOMO/HF, MP2, CCSD 法で得られた H2 分子とその同位体の基底状態のエ
ネルギーと電子－電子，核－電子，核－核相関エネルギーを示す。参考として
通常の NOMO 法の HF, MP2 による結果も示した。括弧内は ECG 法との差を
示している。HF 法により得られた結果の一般的な傾向は，ECG-NOMO/HF で
得られたものが誤差が最も低く，その誤差は 47.2{51.4 mEh 程度である。ECG-
NOMO/HFが最も良い結果を示す主な理由は，HFレベルでも核と電子に対して
geminalの取り扱いを行うことで，核－電子相関が考慮されていることによる。さ
らに，GTFを用いているにもかかわらず，ECG-NOMO/HF波動関数への並進と
回転の励起状態の混入が非常に小さいということも推測される。ECG-NOMO法
の誤差は，本質的に原子核の量子効果を決定する分子量との相関を示す。
ECG-NOMO/MP2 で得られる全エネルギーは，すべての分子において通常の
NOMO/MP2で得られるものより高精度化し，誤差が大幅に小さくなる。H2 分子
では TRC-, TF-, TRF-NOMO/MP2法では誤差が 56.6, 34.0, 21.5 mEh である
のに対し，ECG-NOMO法では 8.6 mEh であり，HFの結果に比べ 42.9 mEh 改
善している。相関エネルギーを見ると，ECG-NOMO/MP2 での電子－電子相関
エネルギーは一般的に NOMO/MP2 のものより大きくなる。たとえば，H2 分子
では通常の NOMO/MP2より 11.3 mEh 大きくなっている。相関エネルギーは分
子量により大きさが異なる。
ECG-NOMO/CCSD ではさらに改善され，その誤差は H2, D2, T2, DH, HT,
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DT分子で 4.0, 3.6, 3.4, 3.7, 3.4, 3.5 mEh である。ECG-NOMO/CCSD法の電
子－電子相関エネルギーは，ECG-NOMO/MP2法のものより約 5.0 mEh 大きく
なった。
表 6.2には ZPEを cm 1 単位で示した。ZPEは表 6.1に示した各計算レベルに
おける BOと NBOの全エネルギーの差により求めた。
図 6.1 には ZPE の実験値との差を示した。HF レベルの計算はすべて ZPE
を過大評価している。最も精度の高い ECG-NOMO/HF 法でさえも 2 倍程度
の誤差がある。表 6.2 あるいは図 6.1 で見られるように，TRC-, TF-, TRF-
NOMO/MP2 法は過大評価を改善しているが，傾向を覆すことはない。それ
に対して ECG-NOMO/MP2 法では ZPE を大幅に低くする。しかし，ECG-
NOMO/MP2で得られる結果は，実験値に比べて過大評価している。それに対し
て，ECG-NOMO/CCSD理論では ZPEを改善するだけでなく，Tn 係数を決定す
る繰り返しの手続きによりよい振る舞いを得ることができる。H2 分子では ECG
法との誤差は 525.4 cm 1 である。ECG-NOMO/CCSDで得られた ZPEは ECG
法，あるいは実験値と非常によい一致を示した。.
最後に，ECG-NOMO/MP2, CCSD法を H+3 分子とその同位体に適用した。表
6.3に ECG-NOMO/MP2, CCSD法で得られた全エネルギーを hartree単位で示
した。比較として TRC-, TF-, TRF-NOMO/MP2 法による結果も示した。ZPE
は各手法における BO と NBO 計算により得られる全エネルギー差を cm 1 で示
している。表 6.3で見られるように，H+3 分子でも H2 分子と同様に従来の NOMO
法に比べて，ZPEが大きく改善されている。H+3 分子では TRF-NOMO/MP2で
も 5000 cm 1 以上の誤差があるのに対し，ECG-NOMO/MP2, CCSD 法ではそ
れぞれ 1100.4, 331.9 cm 1 の誤差である。重い同位体である D+3 分子では 1504.5,
174.1 cm 1 となる。これらの結果は，理論の節で述べた仮定が妥当であることを
示し，ECG-NOMO/MP2, CCSD法が相関エネルギーを求めるのに有用であるこ
とを意味する。
6.4 結論
この章では ECG-NOMO 法において電子－電子相関エネルギーを求める手法
を開発した。ECG-NOMO理論は HFレベルで核－電子相関を考慮することがで
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きる。また核－核相関は無視できる程度に小さいので，電子－電子相関が ECG-
NOMO理論において最も重要な要素となる。今回提案した電子－電子相関を取り
込む ECG-NOMO/MP2, CCSD 法は水素分子 (H2)，水素イオン分子 (H+3 ) 分子
とその同位体において，非常に高精度に全エネルギーとゼロ点振動エネルギーを
求めることに成功した。ECG-NOMO法で相関エネルギーを求める計算コストは，
MO法での計算コストと同じなので ECG-NOMO法の相関理論は一般的な分子へ
と適用が可能である。
補遺：HF方程式を用いた ECG-NOMO/MP2エネルギーの導出
ECG-NOMO/MP2相関エネルギーを Rayleigh-Schrodinger摂動理論に基づい
て導出する。式 (4.16)で表される電子に対する ECG-NOMO/HF方程式も導出に
利用される。ここでは電子－電子相関のみを考えているため，電子ハミルトニアン
は以下のように定義される。
H e =
NnX
P
t^nP +
NeX
p
t^ep +
NnX
P
NeX
p
v^nePp +
NeX
p<q
v^eepq (6.6)
通常の摂動展開を電子波動関数に対してのみ適用すると，次のようになる。
hn0 j(H e0 + V )(je0i+  je0(1)i+ 2 je0(2)i+    )jn0i
= hn0 j(Ee0 + E(1)0 + 2E(2)0 +    )(je0i+  je0(1)i+ 2 je0(2)i+    )jn0i
(6.7)
H e0 はゼロ次の電子ハミルトニアン，V は電子の摂動演算子である。式 (6.7) は
ECG-NOMO/HF方程式と同様に，原子核波動関数で重み付けされている。ここ
で，以下の関係式を仮定する。
hemj hn0 je0n0inie = hn0emje0n0i (6.8)
電子波動関数 em の添え字mは電子の準位を表す。ECG-NOMO法では原子核波
動関数 n0 に対して，次の関係式が保たれる。X
m
jemn0i hn0emj = 1 (6.9)
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式 (6.9) の完全性関係を用いて，Rayleigh-Schrodinger 摂動の手続きを行うこと
で，ECG-NOMO/MP2の相関エネルギーを
E
(2)
ECG NOMO=MP2 =
1
4
X
i;j;a;b
j hn0 j h'ei'ej jj'ea'ebie jn0i j2
"ei + "
e
j   "ea   "eb
(6.10)
のように求めることができる。これは式 (6.2)と等価である。
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表 6.2 TRC-, TF-, TRF-NOMO/HF, MP2 と ECG-NOMO/HF, MP2,
CCSDを用いて計算された H2 分子と同位体のゼロ点振動エネルギー [cm 1]
HF MP2 CCSD
H2 TRC-NOMO 17965.3 (15795.0) 12559.0 (10388.7)
TF-NOMO 13085.0 (10914.7) 7604.6 ( 5434.3)
TRF-NOMO 6357.0 ( 4186.7) 4864.0 ( 2693.7)
ECG-NOMO 4486.3 ( 2316.0) 2028.2 ( -142.1) 2695.7 (525.4)
ECGa; b 2293.7 ( 123.4)
Exptl.c 2170.3 2170.3 2170.3
D2 TRC-NOMO 13055.8 (11513.5) 9273.0 ( 7730.7)
TF-NOMO 9416.4 ( 7874.1) 5556.4 ( 4014.1)
TRF-NOMO 4575.6 ( 3033.3) 3493.4 ( 1951.1)
ECG-NOMO 3153.2 ( 1610.9) 1023.3 ( -519.0) 1923.0 (380.7)
ECGa; b 1603.7 ( 61.4)
Exptl.c 1542.3 1542.3 1542.3
T2 TRC-NOMO 10809.9 ( 9547.0) 7709.1 ( 6446.2)
TF-NOMO 7763.3 ( 6500.4) 4659.5 ( 3396.6)
TRF-NOMO 3758.2 ( 2495.3) 2853.8 ( 1590.9)
ECG-NOMO 2569.1 ( 1306.2) 626.4 ( -636.5) 1580.8 (317.9)
ECGa; b 1303.8 ( 40.9)
Exptl.c 1262.9 1262.9 1262.9
DH TRC-NOMO 15511.4 (13627.8) 10924.5 ( 9040.9)
TF-NOMO 11352.3 ( 9468.7) 6751.0 ( 4867.4)
TRF-NOMO 5532.2 ( 3648.6) 4246.0 ( 2362.4)
ECG-NOMO 3816.7 ( 1933.1) 1504.5 ( -379.1) 2305.1 (421.5)
ECGa; b 1976.2 ( 92.6)
Exptl.c 1883.6 1883.6 1883.6
HT TRC-NOMO 14387.5 (12609.4) 10152.9 ( 8374.8)
TF-NOMO 10663.6 ( 8885.5) 6520.3 ( 4742.2)
TRF-NOMO 5217.3 ( 3439.2) 4012.7 ( 2234.6)
ECG-NOMO 3521.3 ( 1743.2) 1279.1 ( -499.0) 2129.7 (351.6)
ECGa; b 1859.8 ( 81.7)
Exptl.c 1778.1 1778.1 1778.1
DT TRC-NOMO 11932.1 (10522.2) 8493.2 ( 7083.3)
TF-NOMO 8619.8 ( 7209.9) 5160.3 ( 3750.4)
TRF-NOMO 4188.1 ( 2778.2) 3191.7 ( 1781.8)
ECG-NOMO 2860.5 ( 1450.6) 819.4 ( -590.5) 1751.2 (341.3)
ECGa; b 1460.9 ( 51.0)
Exptl.c 1409.9 1409.9 1409.9
 括弧内には実験値からの差を示した [cm 1]
a 文献 [4]
b 文献 [5]
c 文献 [6]
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第 7章 あらわに核－電子相関を考慮したNOMO法の開発：
核－電子相関の局所性を利用した高速化
7.1 序
第 4章から第 6章において，高精度な NBO理論である ECG-NOMO法の開発
を行った [1{3]。ECG-NOMO法では EBFに電子座標だけでなく原子核座標も含
めることで，核－電子相関をあらわに考慮することが可能となるが，同時に積分を
求めるための計算コストが膨大となる。特に ERI では，EBF の数を Le，1 つの
NBFの数を Ln とすると，計算コストは最大で L4eL8n と 12乗のオーダーとなり，
大きな系への適用は現実的ではない。
本章では核－電子相関の局所性を利用し，積分コストを削減する方法に関して述
べる。NOMO法において核－電子クーロン相互作用の取り扱いが不充分であるこ
とを利用し，その解析を行う。さらに得られた知見により，物理的条件に基づいた
手続きを行うことで，計算コストの削減を試みる。さらに，ERI の計算コストを
削減する方法として，Schwarz不等式 [4, 5]が挙げられる。この手法は単純な計算
によりあらかじめ積分の最大値を求め，その最大値が非常に小さい場合は積分計算
を行わないというものである。Schwarz不等式を ECG-NOMO法に適用すること
で，計算コストを大きく削減できると考えられる。
本章の構成は以下の通りである。第 7.2節では核－電子相関の局所性を利用し，
積分の計算コストを削減する理論について述べる。さらに，ERIに対する Schwarz
不等式の理論に関しても示す。第 7.3節では数値検証を行う。水素化物であるフッ
化水素 (HF)，水 (H2O)，アンモニア (NH3)分子に対して ECG-NOMO法を適用
することで，核－電子相関の局所的な取り扱いの妥当性について調べる。さらに，
HF分子の n量体に対して Schwarz不等式を用い，その有用性を確認した。第 7.4
節は結論である。
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7.2 理論
7.2.1 核－電子相関の局所性を利用した ECG-NOMO法
ECG-NOMO法では核－電子相関を取り込むことにより，高精度化を行ってい
る。この核－電子相関は原子核と電子の相互作用であるため，価電子軌道では原子
核の量子効果による影響を大きく受けないと考えられる。したがって，内殻軌道に
のみ ECG基底を用いることでも，高精度な結果を再現できると考えられる。ECG
基底を用いる軌道を判定するために，核－電子クーロンエネルギーに着目した。原
子核による影響を受けない軌道では，核－電子クーロンエネルギーは MO法で得
られるものと大差がないと考えられる。そこで NOMO法では核－電子相関の取り
扱いが不充分であることを利用し，MO法の核－電子クーロンエネルギーとの比較
を行った。すなわち，
vneNOMO=v
ne
MO  1  ; (7.1a)
あるいは
1  vneNOMO=vneMO   (7.1b)
を判定値として用いる。ここで，
vneNOMO = hn0 j he(rp;R0P )j   ZP =rpP je(rp;R0P )i jn0 i (7.2)
vneMO = he(rp;R0P )j   ZP =rpP je(rp;R0P )i (7.3)
である。この条件を満たす場合は，原子核の平均場つまり NOMO法による取り扱
いを行い，EBFは電子の座標のみを含む。つまり，各 AOは以下のように定義さ
れる。
e =
(
e(rp;RP ) （式 (7.1)を満たさない）
e(rp;R
0
P ) （式 (7.1)を満たす）
(7.4)
この取り扱いでは，一部の軌道は NOMO法と同様に扱うことができるため，計算
量の削減が見込まれる。
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7.2.2 Schwarz方程式
求めるべき積分値は以下のように表される。
I = hnN j heejeei jnN i (; ; ;  2 N) (7.5)
ここで，N は式 (5.4)で表される原子核の AOの積であり，P は特に指定がなけ
ればすべての原子核，;  2 N のように指定されていれば e; e が座標を含む原
子核のみを走る。
この積分値に対して Schwarz不等式を適用するために，次の表式を定義する。
(p; q) = nNa(p; q) = 
n
N
e
(p)
e
(q) (7.6)
hji =

nN
ZZ
drpdrq a
(p; q)(1=r12)b(p; q) nN

(7.7)
この定義を用いると，2次の Gram行列は以下のようになる。
GN =
h1j1i h1j2i
h2j1i h2j2i

(7.8)
Gram行列は半正値エルミート行列であるため，
det(GN ) = h1j1i h2j2i   h1j2i2
= hnN j heejeei jnN i hnN j heejeei jnN i
  hnN j heejeei jnN i2  0 (7.9)
となるから，
hnN j heejeei jnN i
  hnN j heejeei jnN i hnN j heejeei jnN i1=2 (7.10)
が得られる。この表式では，すべての原子核の AOを積分した形で不等式が得られ
る。実際に求めたい値は式 (7.5)なので，e, e , e, e に含まれない原子核は，
積分の外に出しておく必要がある。例として 4核の系で e, e , e, e がそれぞ
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れ I, I, J , K の原子核座標を含む場合を考える。この場合，
hnN j heejeei jnN i = SnLL hnInJnK j heejeei jnInJnK i
  hnN j heejeei jnN i hnN j heejeei jnN i1=2
=
 hnK jnK i hnL jnLi hnInJ j heejeei jnInJ i1=2
  hnJ jnJ i hnL jnLi hnInK j heejeei jnInK i1=2
= F (; ; N )F (; ; N ) (7.11)
となる。ここで
F (; ; N ) =
 hnN j heejeei jnN i1=2 (;  2 N) (7.12)
である。この積分をすべて求め，核 Lに関してMO変換を行うと，式 (7.11)左辺
の SnLL は消える。すなわち，X
LL
P nLLS
n
LL hnInJnK j heejeei jnInJnK i
= hnInJnK j heejeei jnInJnK i (7.13)
となる。したがって，式 (7.10)は (; ; ;  2 N)の条件下で成り立つ。N は最
大 2核までしか含まないため，F の計算コストは最大で L2eL2n であり，比較的容易
に計算可能である。式 (7.5)の積分は 4核の原子核が関与するにもかかわらず，F
には 2核の原子核までしか含まれない。これは，原子核の量子効果が局所的である
ということを示唆している。
7.3 結果と考察
初めに，HF，H2O，NH3 分子を対象として，核－電子クーロン相互作用の解析
を行った。EBFには 6-31G**を用い，NBFは水素に 3s3p1d原始関数，それ以外
の原子にはに 3s1p1d 原始関数を用いた。軌道指数は X 原子に対して X2 分子の
ゼロ点振動数に対応するように，even-tempared scheme [6] により決定し，基底
関数中心はMO/HF法により最適化した構造の位置とした。
表 7.1に HF分子のMO法，NOMO法で得られる核－電子クーロンエネルギー
と式 (7.1b)により求められた判定値を示す。H原子に関しては，どの AOに対し
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てもMO法と NOMO法との核－電子クーロンエネルギーの判定値は 10 4 以上で
ある。それに対して，F原子では内殻の s軌道で 3:6  10 2 と非常に大きな値と
なっている。価電子領域になるにつれてその値は小さくなり，d軌道では 10 6 程
度である。このことから，核－電子相関は特に内殻軌道で重要となるということが
示唆された。
表 7.1では分子に対して，式 (7.1b)の判定を行った。しかし，これまでの数値検
証により NOMO法の原子核波動関数は非常に局在化することが分かっている。し
たがって，式 (7.1)の判定は原子の計算でも可能であると考えられる。そこで，同
じ基底を用いた N, O, F原子の値を表 7.2に示した。F原子の判定値からわかるよ
うに，HF分子における F原子の値とほぼ同様な結果が得られている。N，O原子
に対しても NH3，H2Oに近い結果となった。したがって，式 (7.1b)の判定は原子
の NOMO計算でも求められるということが示された。
次に内殻軌道から ECG-NOMO法で取り扱う軌道を増加させたときの，全エネ
ルギーの変化を表 7.3に示した。軌道指数の等しい s, p関数は 1つの殻として同様
に取り扱い，L 軌道とする。セミコロンの左側と右側を，それぞれ ECG-NOMO
法，NOMO 法により取り扱っている。判定値が 10 5 以下である d 関数のみを
NOMO 法により取り扱った場合，どの分子でも通常法に比べて誤差が小さく 1
mEh 程度以下であった。一方，価電子側の L軌道も NOMO法で取り扱ったとこ
ろ，HF分子では 4.97 mEh と誤差が大きくなった。HF分子における L軌道の判
定値は 10 3 であり，この軌道を ECG-NOMO法で取り扱わなかったことが原因
である。H2O，NH3 分子では判定値が HFに比べて小さいため，L軌道を NOMO
法で取り扱った場合でも，誤差は小さくなっている。
次に Schwarz不等式による計算量削減の検証として HF分子の n量体に対して
適用した。EBF は 6-31G**，NBF は水素が 3s3p1d 原始関数，フッ素が 3s 原始
関数である。基底関数中心は HFの n量体をMO/HFレベルの周期境界条件計算
によって最適化した構造の位置とした。
表 7.4 に各手法により計算する必要がある，ERI の数を示した。すべての軌道
に対して ECG-NOMO法を用いた場合を ECG-NOMO(FULL)，式 (7.1)におい
て  = 10 5 とした判定を用いた場合を ECG-NOMO(CORE) と表記する。括
弧内には Schwarz 不等式を用いなかった場合に対する割合を示している。ECG-
NOMO(CORE) ではフッ素原子に関して，NOMO 法の取り扱いを行うことによ
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り，ECG-NOMO(FULL) に比べ組み合わせの個数は少ない。(HF)2 ではその割
合は 79.5% 程度であるが，分子が大きくなるにつれて小さくなり，(HF)10 では
70% 程度まで削減される。重原子になるほど核－電子相関が大きく作用しない軌
道が多くなるために，この削減の割合は大きくなると考えられる。さらに，Schwarz
不等式を用いることで，ECG-NOMO法 (FULL, CORE)のどちらの場合でも計
算量を削減することに成功している。系が大きくなる，すなわち原子間距離が大き
くなるにつれ削減の割合は大きくなり，(HF)10 では 10%以下まで計算量を削減す
ることに成功した。両手法を組み合わせることで，最終的に (HF)10 では 6.6%ま
で削減が行われた。
7.4 結論
この章では核－電子相関の効果が局所的であることを利用して，ECG-NOMO
法の高速化手法を開発した。MO 法に対する従来の NOMO 法の核－電子クーロ
ンエネルギーを求めることで，原子核の平均場による取り扱いが行える領域とそ
うでない領域を判定した。HF分子においてこの解析を行うことで，内殻軌道で特
に核－電子相関が重要であることを示した。そこで価電子軌道においては従来の
NOMO法による取り扱いを行う。この理論の下，HF，H2O，NH3 分子に対して
適用したところ，すべてを ECG-NOMO法で取り扱った場合に対して，1 mEh 程
度の誤差で全エネルギーを求めることに成功した。さらに，ERIに対して Schwarz
不等式の表式を導出した。HF分子の n量体に対して適用した結果，分子数が大き
くなるにつれその削減の割合は大きくなり，大幅な計算コストの削減を行うことが
できた。
本研究により，核－電子相関の局所的な取り扱いが妥当であることが確認され
た。当研究室では大規模系を計算するための理論として DC法が開発されてきてい
る。DC法を用いると部分系として指定された近傍の原子の相互作用のみが取り入
れられるが，この取り扱いにおいても核－電子相関を充分に取り扱いが可能である
と考えられる。したがって，今後 ECG-NOMO法を DC法に適用することで，タ
ンパク質のプロトン移動などの系に対しても ECG-NOMO法が適用可能となる。
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表 7.1 HF分子のMO法と TRC-NOMO法により計算された核－電子エネル
ギーと判定値
MO法 NOMO法 判定値
H s -1.653231 -1.594048 0.035798
s -0.640851 -0.638580 0.003544
px -1.115771 -1.114338 0.001285
py -1.115771 -1.115026 0.000668
pz -1.115771 -1.115026 0.000668
F s -78.129267 -68.429599 0.124149
s -13.668944 -13.666469 0.000181
px -15.174894 -15.162887 0.000791
py -15.174894 -15.162888 0.000791
pz -15.174894 -15.162888 0.000791
s -8.595000 -8.584099 0.001268
px -5.730000 -5.729951 0.000009
py -5.730000 -5.729951 0.000009
pz -5.730000 -5.729951 0.000009
dxx -6.851037 -6.851020 0.000002
dyy -6.851037 -6.851020 0.000002
dzz -6.851037 -6.851020 0.000002
dxy -6.851037 -6.851020 0.000002
dxz -6.851037 -6.851020 0.000002
dyz -6.851037 -6.851020 0.000002
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表 7.3 ECG-NOMO法により計算された水素化物の全エネルギー [hartree]
NH3 H2O HF
sL;Ld -56.160485 (0.16) -75.997602 (1.35) -99.992365 (4.97)
sLL;d -56.160315 (0.33) -75.998112 (0.84) -99.995988 (1.35)
sLLd; -56.160646 -75.998956 -99.997338
 括弧内には通常法との差を mEh 単位で示した
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第 8章 総括
本論文では，原子核の量子効果を高精度に取り扱う手法の開発について報告し
た。Nakaiらによって提案された NOMO法では原子核の量子効果を取り扱うこと
には成功したものの，ゼロ点振動エネルギーは実験値と比べて大きな誤差があり，
現象について議論を行うには至らなかった。並進・回転運動をハミルトニアンから
除去し，さらに多体効果を取り込むことで全エネルギーは実験値あるいは厳密解に
近づいたが，原子核波動関数の記述を犠牲としていた。精度を低下させる主な原因
は核－電子相関の取り扱いが困難なことにある。そこで，本論文では核－電子相関
をあらわに考慮した手法の開発を行った。
第 3章では複数構造間の相互作用を取り扱うことができる GCMを用いて，核－
電子相関を取り扱う新たな手法の開発を行った。並進・回転を除去した NOMO法
に対して GCMを適用し，TRF-NOMO/GCMを開発した。GCMにより多体効
果を取り入れることで，基底状態の全エネルギーの改善が得られた。それに加え
て，基底あるいは励起状態の GCM波動関数は原子核波動関数の振る舞いを正しく
再現しており，振動数も実験値とよい一致を示した。このことからも，核－電子相
関を正しく取り扱うことが，原子核の量子効果を記述する上で重要であることが示
唆された。
第 4章から第 6章では，本研究者が新たに開発した，ECG-NOMO法について述
べる。ECG-NOMO法は，NOMO法に ECG法を組み合わせることで，核－電子
相関をあらわに考慮する手法である。この理論は NOMO法の 1粒子近似による比
較的低い計算コストと，ECG法の核－電子相関の速い収束性という両者の利点を
あわせ持つ。積分手法の開発により，一般的な分子への適用を可能とした。さらに
電子相関理論の開発により，水素分子に対して厳密解と遜色ない結果を得ることに
成功した。従来の NOMO法では，電子－電子，核－電子相関に対して同様の取り
扱いを行ってきた。それに対して，本手法では核－電子相関を ECG-NOMO/HF，
電子－電子相関を電子相関理論というように異なるアプローチでの取り扱いを行っ
ている。いくつかの系に対する結果からも明らかなように，各相関への異なるア
プローチが高精度な NBO 理論を確立するために重要な要素であることが示唆さ
れた。
第 7章では一般的な分子への適用を目指し，核－電子相関の局所性について示し
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た。ECG-NOMO法で現れる電子と原子核の座標が含まれる特殊な積分は数が膨
大であり，積分計算手法自体を高速化しても計算が困難である。したがって一般的
な分子への適用には，物理的な条件の下，精度を保ったまま計算コストを下げるこ
とが重要となる。物理的な条件を決定するために，従来の NOMO法では核－電子
相関を充分に考慮できないという事実に着目し，核－電子クーロン相互作用の解析
を行った。その結果，特に内殻側で核－電子相関が重要であることが示唆された。
この事実に基づき，価電子軌道に対しては平均場，つまり NOMO法の取り扱いを
行い，内殻軌道にのみ ECG基底を用いた。この取り扱いの下でも精度を大きく損
なうことなく，全エネルギーを得ることに成功した。また，価電子領域には従来の
電子座標のみを含む EBFが用いられているため，計算コストの削減も見込まれる。
本研究により示された核－電子相関の対して局所性は，当研究室で開発されている
DC法に代表される線形スケーリング手法の ECG-NOMO法への適用を可能とす
ると考えられる。
本研究において提案した ECG-NOMO法は，全エネルギーだけでなく原子核波
動関数も高精度に求めることができる手法である。化学において，電子の量子性だ
けでなく，原子核の量子性が重要な現象は，基礎分野，応用分野を問わず多い。た
とえば，原子核の量子効果が特に重要となる水素原子に関しては，反応速度同位体
効果，構造同位体効果，トンネリング現象が挙げられる。反応速度同位体効果とし
ては，触媒的水素化反応，協奏的・段階的プロトン移動反応，プロトン・ポンプ，
水素吸蔵材料，プロトン輸送など，有機・無機・生体・材料など多くの分野におい
て水素が関与する現象が重要となる。水素結合は構造同位体効果により，構造が変
化し反応熱に差異が生じる。先に述べた水素吸蔵材料の反応においては，水素は金
属中で熱的な移動に加え，トンネリングにより横のサイトへの移動を行う。これら
の効果は摂動により，非断熱効果を考慮することで解析することも可能である。し
かしこれらの系は非調和性による構造変化，水素結合，プロトン・トンネリングな
どさまざまな因子が複合的に作用するために，それらの因子を同一の摂動理論で取
り扱うことは困難である。したがって，すべての効果を一様に取り扱うことができ
る本手法はこれらの解析に対して非常に有用であると考えられる。軽元素にかかわ
らず一般の元素においても，原子核の量子効果は重要である。電子状態が密であ
る系，たとえば金属の場合，電子の移動と原子核の振動がカップルする。さらに，
BO近似に基づいた手法では PESの底を移動するために，断熱ポテンシャル上で
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の状態の乗り移りを記述するのは困難である。このような系に対しては，本論文で
示した ECG-NOMOをダイナミクス手法へ拡張し，化学反応を取り扱うことで記
述することができる。したがって，高精度な NBO理論である ECG-NOMO法に
より，原子核の量子効果が重要となる現象の解明に大きく貢献できる。
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